Przykiad 5.

Na gtadkiej rowni pochytej, nachylonej do poziomu pod katem o, lezy ciato
materialne o masie m, Do ciala jest przymocowana nierozciggliwa nic,
przerzucona przez krazek O, na drugim koncu ktérej zawieszono ciatlo o masie
m,. Pomijajgc tarcie i mase nici ustali¢ warunek, ktory muszg spetnia¢ masy ciat,
aby zachodzita rownowaga.




Rozwigzanie
Udziela sie przemieszczenia przygotowanego, skierowanego pionowo w dét dla

ciata o masie m;. W wyniku tego cialo o masie m, przesuwa si¢ w goére o 3s,. Na
podstawie rGwnania 0 sumie prac przygotowanych znajdujemy:

Biorgc pod uwage to, ze 3s,= 8s,, rOwnanie powyzsze przyjmuje postac:

"g—Mp-g-sina,)os;

Poniewaz s, # 0 z zatozenia, wiec:

—My-g-sino)=0;,  my=m;




Przyktad 6.

Trzy ciata, kazde o ciezarze G, polgczone sa niewazkag nierozciggliwa linkg
przerzucong przez nieruchomy krazek A. Dwa ciala lezg na ptaskiej ptaszczyznie
poziomej, atrzecie wisi swobodnie. Obliczy€ przyspieszenie ciat i site w przekroju
ab linki.

0X;, X, X,
i




Rozwigzanie

Ogodlne rownanie dynamiki ma postaé¢:

mi&)gxi "'(Fiy M )6y| |:iz

Dla przyspieszen i przemieszczen przygotowanych zawsze przyjmuje sie zwrot
zgodny z dodatnim zwrotem odpowiedniej osi. Potozenie cial okreslono za
pomoca trzech wspoétrzednych, odmierzanych od nieruchomego punktu O. W

tym przypadku réwnanie zapisuje sie w postaci:

Zwigzki miedzy przyspieszeniami | przemieszczeniami przygotowanymi
wynikajg z nastepujgcych rownan wiezéw:




Podstawiajac zwiazki miedzy przemieszczeniami i przyspieszeniami do
rownania drugiego i przyjmujac, ze G, = G, = G; = G otrzymuje sie:

a stad

Aby wyznaczyc site S w lince taczacej ciata G, | G, myslowo przecina sig linke
przekrojem ab i uwzgledniajgc fakt, ze przyspieszenie x; = — 1/3 g, ogoblne
rownanie dynamiki dla ciata G, ma postac:




Przykiad 7.

Na rysunku przedstawiona jest lekka dzwignia dwuramienna AB, ktéra moze
obracac sie bez tarcia wokét punktu O i do ktérej koncow przytozono sity P, i P,
prostopadle do ramion dzwigni. Jaki warunek muszg spetnia¢ te sily aby
zachodzita r6wnowaga.

P, Py
852 I._,_. ___________________;S ________________________________________________ A
B %A_‘ """""""""""""""" f&P 1551
b LTI LS a -

Rozwiazanie

W celu ustalenia warunku udzielimy dzwigni przemieszczenia przygotowanego,
ktorym w danym przypadku jest elementarny obrét wokot punktu O o kat de.
Poniewaz mamy do czynienia z wiezami bez tarcia, przeto nalezy przyréwnac tu
do zera tylko sume prac przygotowanych sit czynnych, tj. sit P, i P,. Uzywajac
oznaczen jak na rysunku, mamy:

h-é‘)sl—Pz-Ssz:Ol




Przesunigcia przygotowane 8s,; i 0s, punktow przytozenia sit P, i P, wyrazi¢
mozemy W zaleznosci od kata obrotu d¢

lslza-&p; 852=b-6ql

Po podstawieniu do réwnania pierwszego otrzymujemy

(P, -a—P, blsp=0

Powyzsze rownanie musi by¢é spetnione przy dowolnym przemieszczeniu
przygotowanym, czyli dla dowolnego 8¢#0. Jest to mozliwe tylko wéwczas, gdy

|31-a—P2-b:C|

czyli gdy
PP Db

P, a

Tak wiec wartosci sit przytozonych do koncéw dzwigni musza by¢ odwrotnie
proporcjonalne do dtugosci ramion dzwigni. Do tego samego wyniku dochodzimy
rowniez stosujgc znang ze statyki metode, a mianowicie uktadajgc réwnanie
momentéw wzgledem punktu O.



Przykiad 8.

Na rysunku przedstawiono uktad dwéch krazkow, z ktérych jeden jest ruchomy, a
drugi staly. Krazki opasane s ling AB, ktorej koniec B jest unieruchomiony. Na
krazku ruchomym zawieszono ciato o ciezarze G, a do konca A liny przytlozono
pionowag site P, ktéra utrzymuje caty uktad w réwnowadze.

Mase liny i mase krazka ruchomego oraz tarcie na osi obrotu krazka stalego
pomijamy. Jaka wartos¢ musi przyjaé sita P aby zaistniat stan rownowagi?

Rozwiazanie

Jak wynika z rysunku, w przypadku gdy udzielimy koncowi
A liny skierowanego pionowo w dot przesuniecia
przygotowanego o wartosci 0s, srodek O krazka
ruchomego przesuwa sie pionowo w gore 20s. Réwnanie
wynikajgce z zasady prac przygotowanych ma tu wiec
nastepujaca postac:

P6s—G-Tos=(P-1Gps=0

czyli IP = %G‘




Przyktad 9.

Na rysunku przedstawiono schemat wielokrazka stuzacego do podnoszenia ciezarow.
Wyznaczy¢ zaleznos¢, ktérg muszg spetnia¢ wartosci sit P i G w przypadku réwnowagi.
Ciezary krazkéw i liny poming¢.

Y/

Rozwiazanie

Koncowi A liny, do ktérego przytozona jest sita P, udzielamy
skierowanego pionowo w dét przesuniecia przygotowanego o
wartosci 8s. Srodek O, pierwszego krazka ruchomego
przesunie sie wowczas 0 '20s do gory, co spowoduje z kolei
przesuniecie sie do gory srodka drugiego krazka ruchomego o
40s. Réwnanie wynikajace z zasady prac przygotowanych ma
tu wiec nastepujaca postac:

P5s—G I5s=(P-1Gps=0

Aby to réwnanie byto spetnione dla dowolnego 8s réznego od zera, musi byé

_1c_6C
pric-

W skiad rozwazanego wielokrazka wchodzity dwa krazki ruchome. Otrzymany wynik mozna
latwo uogélnié na przypadek ukladu, w ktéorym jest n takich krazkéw. Postepujac

analogicznie jak poprzednio otrzymujemy :

P—G

2N




Przyktad 10.

Na rysunku przedstawiono schemat prasy srubowej. Nalezy wyznaczy¢ site, ktorg
wywiera prasa na sciskane ciato, w przypadku gdy do ramienia prasy przylozone
sg w sposoéb podany na rysunku dwie sity P i - P tworzace pare. Dlugos¢ ramienia
prasy rowna jest |, a skok sruby wynosi h. Tarcie na gwincie sruby pomingc¢.

h
//L./"'"I"""7}
7 _Y,’
// ol 62 :
— |
e
7/




Rozwigzanie

Aby wyznaczy¢ wartos¢ sity, ktéorg sciskane jest prasowane ciato, usuwamy
myslowo to cialo spod sruby, przykiadajgc jednoczesnie odpowiednig site reakcji
N, rdwng co do wartosci i przeciwnag co do kierunku sile, z ktérg sruba dziata na
wspomniane ciato. Z uwagi na to, ze pomijamy tarcie, mamy tu do czynienia z
uktadem o wiezach idealnych i wobec tego nalezy przyrowna¢ do zera sume prac
przygotowanych sit P, -P i N.

Nadajgc pomyslany elementarny obrét ramieniu prasy o kat ép, powodujemy
jednoczesne osiowe przesuniecie sruby oznaczone na rysunku przez 6z. Biorac
pod uwage, ze moment pary sit P i -P ma wartosci rowne PI, znajdujemy, ze praca
przygotowana tej pary wynosi Pl ép. Praca sit N jest ujemna i rowna sie —Ndz.
Roéwnanie wynikajgce z zasady prac przygotowanych ma tu postac:

PI-5p —N-52=0

tatwo wyznaczy¢ zaleznos¢ miedzy d@ | 6z. Przy pelnym obrocie ramienia prasy, czyli
przy obrocie o kat rédwny 2n sruba doznaje przesuniecia w kierunku osiowym
rownego skokowi gwintu h. Mozemy utozy¢ nastepujacq proporcije:

B2 h —
B o Stat SZ—Z—R&P‘




Po podstawieniu do réwnania pierwszego otrzymujemy:

PN )50 -0

Aby powyzsze rownanie bylo spetnione przy dowolnym 38¢=0, musi by¢:

- : .
—N--=0 czylh N=2xn

Z uwagi na to, ze stosunek dtugosci ramienia prasy do skoku gwintu sruby jest
bardzo duzy, nacisk N jak wynika z powyzszego wzoru, jest wielokrotnie wiekszy
od wartosci sit przylozonych do ramienia prasy.



Przykiad 11

Utozy¢ réwnania rézniczkowe wahadta matematycznego o zmiennej diugosci,
przy czym dilugosé wahadta jest okreslona dang funkcja L=L(t). Znalez¢
rozwiazanie dla L=const. oraz dla L=t+3 (L [m], t[s]).




Rozwiazanie

W rozpatrywanym przyktadzie mamy do czynienia z punktem materialnym
poddanym wiezom idealnym holonomicznym i reonomicznym. Kat wychylenia
wahadta moze by¢ przyjety jako wspétrzedna uogodlniona. Predkosé punktu
materialnego mozna roztozy¢ na sktadowa styczng i promieniowa.

Réwnanie Lagrange'a ma postaé:

darar o
dt o0& ox -~
dL(t)
YR T T4t
vr = @ - L(t)
1 1
T = Emvz = Em(vﬁ +V#)

2
m[(dL—“)) e -L(t))Z]

1
2 dt



1 [/7dL))\?
T z—m[(%) +(¢'L(f))2]

2
d (0T 0Ty
(o) =
dt\d¢p) dgp
PN IC
agz;_m @ - L= (t)
oT _
699_

Qp, = —mg - L(t) - sing

%(‘m ¢ L) = —mg - L(t) - sing

. | dL(t) .
P L +2-¢ LO——+g- L) sing

=0



I . dL(t) .
¢ - L (t)—l—Z-q:J-L(t)T-I—g-L(t)-Slngo

=0

2w
1o “a ? o

——sing =0

gdy L = const.— ¢ —I—%Sin(p =0

y
dvL=rt+3 L
gy LI il e
— 0

sing



Przykiad 12

Utozy¢ réwnania rézniczkowe wahadta matematycznego umieszczonego na
suwaku jak na rysunku. Suwak o masie M moze sie slizga¢ bez tarcia po
poziome] prowadnicy (o nieskonczonej ditugosci). Wahadto ma mase m i
diugosé L.

A\

NN




Rozwiazanie

W rozpatrywanym przyktadzie mamy do czynienia z punktem materialnym
poddanym wiezom idealnym holonomicznym i reonomicznym. Kat wychylenia
wahadla moze by¢ przyjety jako pierwsza wspoétrzedna uogdlniona. Drugag
wspotrzedna uogdlniona jest potozenie suwaka.

Réwnanie Lagrange'a ma postaé:

d@T_@T_Q
dt O& ox.
d(aT) aT_Q d (0T\ oT  dV
dt\ogp/) dep <? dt\o¢) oa¢&  0¢
x =&+ 1-sing y=1-cosp

x =&+ 1g-cose y = —1@ - sing



Rozwiazanie

W rozpatrywanym przyktadzie mamy do czynienia z punktem materialnym
poddanym wiezom idealnym holonomicznym i reonomicznym. Kat wychylenia
wahadla moze by¢ przyjety jako pierwsza wspoétrzedna uogdlniona. Drugag
wspotrzedna uogdlniona jest potozenie suwaka.

Réwnanie Lagrange'a ma postaé:

d@T_@T_Q
dt O& ox.
d(aT) aT_Q d (0T\ oT  dV
dt\ogp/) dep <? dt\o¢) oa¢&  0¢
x =&+ 1-sing y=1-cosp

x =&+ 1g-cose y = —1@ - sing



x =&+ 1-sing y=1-cosp
x=¢&+1¢-cose y = —lg-sing
T = lm(x'z +92) + lMéz T = 1m(lquz + &% + 2lpécosy) +1M52
2 2 2 ‘
Qp, = —mg-l-sing
aT 1 oT 1

. 2 . ) - - »
5 “m(212¢ + 2l¢cosy) i >m(=21p?¢sing)
or 1 . - 0T ov

— ==-—m(2¢ + 2lpcosp )+ M¢& — =0 =7 =0

) + Ecosp + glsing = 0

(M + m)é + mlgcosp =0



Przykiad 13

Sformutowaé réwnanie ruchu drgan wymuszonych o jednym stopniu swobody
z uwzglednieniem sit dyssypacyjnych z zastosowaniem réwnania Lagrange'a
drugiego rodzaju.

Rozwiazanie

Do tego zadania wykorzystuje sie¢ model drgan wymuszonych z ttumieniem.

} F(t)
m

Rownanie Lagrange'a dla tego modelu bedzie miato postac¢

d aT_aT
dt o& Ox




gdzie
* b
—Q; +0Q, + t )
Q) = —a—iU - sila uogélniona od sil potencjalnych

_

Qy = _a_QRiﬁ - uogolniona sita dyssypacyjna (R — funkcja dyssypacyjna Rayleigha)

Qx (t) = oA

5% - uogolniona sita wymuszajaca

Wielkosci T, U, R, | 8A wyrazaja sie wzorami:

Wykonujac na funkcjach (c) powyzsze operacje rézniczkowania, otrzymuje sie:

W
—zm)&LZm&—:O, Q)F():_kx’ QX:_C& QX(t):F(t) d)
%



Wstawiajac wzér (d) do (a), z wykorzystaniem wzoru (b), otrzymuje sie
nastepujgce rownanie drgan wymuszonych ttumionych:

m - & C - ¥+ K- X = F(1) e)

Roéwnanie (e) jest identyczne z rownaniem rézniczkowym drgan wymuszonych
ttumionych otrzymanym innym sposobem.



Przyktad 14

Jednorodny krazek o masie m i promieniu r moze obracac sie bez tarcia wokoét
poziomej osi O. Przez krazek jest przerzucona nierozciggliwa ni¢, do koncéw
ktorej zaczepiono ciezar o masie m, | sprezyne o sztywnosci k. Okresli¢ drgania
ciezaru jezeli nadano masie w potozeniu spoczynku predkos¢ poczatkowg v,
skierowana w dét. Mase sprezyny i nici pominag.

Rozwigzanie

Ukitad ma jeden stopien swobody. Wspétrzedng uogdlniong bedzie
przemieszczenie X masy m;. Réwnanie Lagrange'a ma postac:

daT T
dt o& ox




Energia kinetyczna ciezaru i krgzka wynosi:

2

1 1 2 _ 1 1nr
T—§mlv +§IO(D ——mlﬁg +§T

Pochodne energii kinetycznej wykorzystywane we wzorze pierwszym s3
nastepujace:
zl m a El m _El _
( (m1+ 7 )& =0

m, + 0 — — —

W
Energia potencjalna sprezyny i sita uogoélniona, z niej obliczona maja posta¢:

U=1.k-x?; Q, = -~ =—kx;

Po wykorzystaniu wzoréw dwoéch ostatnich wzoréw i podstawieniu ich do
pierwszego otrzymuje sie rownanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu,
liniowe jednorodne, drgan swobodnych niettumionych:

my + 3 p&= —KX; e X=0
1 2 m1+m

#




Rozwigzanie rownania bedzie w postaci:

C 2 —R

X = X, Sin(o,t + o), on =———
_I__

Z warunkow poczatkowych t =0, x = 0, X = v, otrzymuje sig:




Przykiad 15

Utozy¢ réwnania roézniczkowe ukladu mechanicznego przedstawionego na
rysunku. Masa o masie m, moze sie slizga¢ bez tarcia po réowni pochyltej o
masie m,. Poming¢ wszelkie opory tarcia. Dlugosé swobodna sprezyny wynosi

.

yi
X2

A
Y

I mxg
mqg

——-<C
3'2
—‘C
EU R
N
N
AN
<y



Rozwiazanie

Mamy uktad o dwoch stopniach swobody — dwie wspotrzedne uogolnione: x, i s.

d (OT) ar  av d 0T\ 0T aV
dt\ox,) 0x,  0x, E(E) ~ds  0Os
Xy, =x1+ ([p +5) - cosa X, =X+ S$-cosa
Y, =h—(lp +5)-sina y, = —§ - sina
1 1
T — Emz(.:tzz + 3-}22) +§m1x"12 1
T — E(ml + mz)xlz + mZCOS(I : xlS +§m25‘2
1 1
szksz—l—ng-yz Vzzk52+ng-[h—(lo+s)sina]
oT _ 0T av .
= (my + my)x%; + my$ — = mycosa-x; + m,s —— = ks —m,gsina

0X4 0s ds
(my + m,)%, + mycosa -5 =0

m,cosa - ¥; + m,5 + ks = m, gsina



Przyklad 14:

Dla ukladu przedstawionego na rysunku okresli¢ czestos¢ drgan wilasnych wokél
pionowego polozenia rownowagi. Przyjac, ze pret jest sztywny i bezmasowy. Przedstawic
wykreslnie ruch harmoniczny przy warunkach poczatkowych: ¢(t,)=®,, o(t,)=;.

Dane:
k=2000N/m /ﬂ‘
) A \-:— '\-\.\.'(.“\\
1=0,5m | i o
m=20Kkg K 5

X U\I,\\l,\\l,\\l,\\l,\\l,\\lr\ :

i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
A
., 4 -
J 5w vc-‘
[A 4!"
> |’(
|

Po wychyleniu wahadla z polozenia réwnowagi 0 maly kat ¢ (Sin @=¢@) rozkladamy sile
ciezkosci na dwie skladowe:

* skladowa dzialajaca wzdluz preta,
* skladowa do niej prostopadila.

Nastepnie piszemy réwnanie réwnowagi momentow sit wzgledem punktu O.



Bé= —2kl°’p+2Imge;  gdzie B=m(2l)° =4ml?

2k1* — 2Img
4ml?

e

¢ =0;

Rozwiazaniem réwnania ruchu jest
— 9, rzut wektora a na o$ pozioma

Rg ) ¢ =0, COS((Dnt - B)

¢ = @, cos(m,t) + D,/®, Sin(m,t)




Przyklad 15

Dla ukladu przedstawionego na rysunku wyznaczy¢é czestos¢ drgan swobodnych
ttumionych, logarytmiczny dekrement thumienia oraz wspélczynnik tlumienia krytycznego.
Przedstawic¢ interpretacje¢ geometryczng drgan.

Dane:

B=3kgm?
E=20,6-10N/m?
1=10-8m?*

I=1m

D=0,5m
c=800Nsm-!

Rozwigzanie:

3El 0. g -
Sztywnos¢ sprezyny plaskiej wynosi: K= 3 3-20,6 .10"°.107° =6180N-m ™

2
Rownanie drgan skretnych tarczy ma postac: B& C( ) q&_'_ ( D) = 0



&+ 2h@+ w2 =0

gdzie:
2 2
o = kD _ 6180-0,5 _128755"
4B
2 2
n_ cD _ 800-0,5 _g35
8B 8-3

poniewaz h<®, to przewidywane rozwiazanie ma posta¢:

y =e "[Acos(At) + Bsin(At)]

Czestos¢ drgan wlasnych zgodnie ze wzorem ma wartos¢:

A =.Jw2 —h? =./128,75—68,89 = 7,745 .

Logarytmiczny dekrement tlumienia wynosi: h

0=—=23,606
A




Wspélezynnik ttumienia krytycznego wyznaczamy dla o, =h:

Cr =2+/B-k =2723N-s-m *

Interpretacje¢ ruchu dokonamy na podstawie rownania drgan przedstawionego w
postaci:

@ =ae " cos(it— p)

2
a= ¢§+(§6+h'¢0) ; [3:arctg§6;h'¢O

A 0

A

Im ¢
boe ™ B J 4,3{@ Te_m

A

f\




Przyktad 16

Rowerzysta wjezdza na goére nachylong do po
moment pary sil, jaki musi on wywieraé na (
poruszac¢ sie ruchem jednostajnym. Dane: G - ¢
liczba zebéw na kole tancuchowym przy pedal
tancuchowym tylnym, R - promien tylnego kol
powietrza oraz opor przy toczeniu poming¢.
Rozwigzanie

Oznaczmy elementarny kat obrotu kola ztaczonego sztywno z dzwigniami
pedalowymi przez o6¢. Praca pary sit na tym przesunieciu przygotowanym
WYynosi:

oL,, = Mdo

Aby obliczy¢é prace sity ciezkosci G, zauwazmy, ze rower porusza sie ruchem
postepowym z predkoscia srodka kota tylnego. Wynika z tego, ze przesunieciem
przygotowanym bedzie tutaj przesuniecie srodka tego kota. Jezeli elementarny
kat obrotu kota z dzwigniami pedatlowymi wynosi 6¢, to elementarny kat obrotu
kota tylnego dy znajdziemy z zaleznosci:
opz,=dyz, czyli oy=9d¢z,/z,
Poniewaz ruch kota jest chwilowym ruchem obrotowym wokét punktu
stycznosci z podiozem, zatem przesuniecie przygotowane srodka tego kota
(ktore jest zarazem przesunieciem przygotowanym roweru w jego ruchu
postepowym) wynosi:
dSg= ROy =R 8¢z,/z,



Przesuniecie to jest rownolegte do réowni i praca przygotowana sity ciezkosci na
tym przesunieciu jest rowna:

3Ly =—Gdsg sin(a) = —GR&ZLZlein a

Warunek réwnowagi wynikajacy z zasady prac przygotowanych przybiera

ostac:
P Sy + oL =0
M&p—GR&ZLZleinoc =0
skad znajdujemy
M=G Rz1sina
£2

Jak wspomnielisSmy w zadaniu poprzednim, w réwnaniu prac przygotowanych
uwzglednia sie tylko sily czynne w przypadku, gdy na ukfad sg natlozone wiezy
idealne.

W zadaniu obecnie rozwigzywanym w punktach zetkniecia kot z nawierzchnia
précz reakcji normalnych wystepujq i sity tarcia, ktére warunkujg toczenie bez
poslizgu. Poniewaz jednak sity te sg przylozone w punktach, ktérych predkosci
sg réowne zeru, wiec przesuniecia przygotowane tych punktéw sg réwne zeru i
przytozone w nich sity nie wykonujg pracy.



Przyktad 17
Po nieruchomym kole o promieniu R, lezacym w plaszczyznie poziomej, toczy
sie bez poslizgu jednorodna tarcza o promieniu r i masie m,, poruszana korba
OA, obracajacq sie wokét nieruchomego punktu O. Do korby przylozona jest
para sit 0 momencie M. Obliczy€ przyspieszenie g korby. Korbe traktujemy jak
pret jednorodny o masie m;.

Rozwiazanie

Rozpatrywany uktad ma jeden stopien swobody.

Jako wspoéitrzedng uogoélniong przyjmiemy kat obrotu korby o.
Energia kinetyczna korby OA wynosi:

T, = I0(’312 _ ml(R+r)2(62
1— 2 — 2-3

gdzie: I, =m,(R+r)?/3 jest momentem bezwtadnosci korby . g
wzgledem osi obrotu, ,= ¢ jest predkoscig katowa korby.

Energia kinetyczna tarczy: 5 5
T, = lA®2 | MVA A
2 2 2
Po podstawieniu do tego rownania: predkosci srodka tarczy A wynosi:
_ _ R+r)m =1
Va = (R+Nw = (R 1 N& (R+ 1)y =re,
natomiast momentu bezwtadnosci tarczy wzgledem osi przechodzacej przez jej
srodek jest rowny: 5
I _ mor o
A 2 —




oraz predkosci katowej tarczy (ruch tarczy jest chwilowym ruchem obrotowym
wokot punktu B)
va (R+nN&
mz = =

A

otrzymujemy

T, =2m,(R+1)°¢
ST ST S -

Catkowita energia kinetyczna ukfadu jest réwna:
*

(R+r)°(m; 3m,
T=T+T, = +
1t T = | S

Uogolniong site odpowiadajaca uogolnionej wspoirzednej ¢ znajdziemy z
wyrazenia na elementarng prace jako wspétczynnik przy wariacji kata 6¢. Mamy

bowiem .
oL=Mop qgdzie Qo=

Po wykonaniu odpowiednich dziatan otrzymujemy réwnanie rézniczkowe ruchu:

W
=

stad wynika E=

(R+ r)z! 2m;I +9m2 !




Przykiad 18
Tarcza kotowa o promieniu r obraca sie dokota pionowej osi ze stata predkoscia
katowa ®. Do obwodu tarczy przymocowany jest na przegubie walcowym A
niewazki pret o dlugosci | z umieszczong na koncu skupionag masg m, ktory
moze wykonywaé wahania w plaszczyznie poziomej. Zbada¢ ruch preta.
Rozwiazanie

Rozwazany ukiad ma jeden stopien swobody.

Jako wspoétrzedng uogolniong przyjmiemy kat
wychylenia preta ¢ mierzony od promienia OA.

W przyjetym na rysunku uktadzie osi, wspoétrzedne
punktu B wynosza:

ol }

X=rsina+Isin(a+ @); y=rcosa+|cos(a+ @), 8

gdzie o = wt.
Znajdziemy obecnie sktadowe, predkosci punktu B:

X=r wcosa+|cos(a+ @)@+ @)

y=— wsina —1sin(a+ ¢)(o+ ¢).
Energia kinetyczna masy skupionej na koncu preta wynosi:

T—im-vg =7 [ +




Po podstawieniu obliczonych poprzednio wielkosci x i y oraz wykonaniu
przeksztalcen otrzymujemy nastepujacy wzor na energie kinetyczng:

T= %(rzoaz +1°0° + 12 + 21 0@+ 2Iro° cos ¢ + 2lro@cos (p)

Z uwagi na to, ze ruch odbywa sie w ptaszczyznie poziomej, energia potencjalna
ma statg wartos¢, czyli
V = const.

Po wykonaniu dziatan otrzymujemy réwnanie rézniczkowe ruchu:

dorT o7 oV 2
——+—=0 & 22 sing =0
dt o0& op O g
Wprowadzajac oznaczenie |, = Ig/(r@?) mamy
& 9 sin ¢o=0
lred

Roéwnanie to jest rézniczkowym rownaniem ruchu wahadta matematycznego o
diugosci |, Tak wiec pret wzgledem poruszajgcej sie tarczy wykonuje ruchy
okresowe takie, jak wahadto matematyczne o dtugosci

/9

lred —
7'(1)2




Przyktad 19

Niewazki pret o dlugosci | z umocowana na koncu skupiong masg m jest
osadzony na przegubie w punkcie O. Pret utrzymywany jest w potozeniu
pionowym za pomocg dwéch poziomych sprezyn, ktorych state sg jednakowe i

réowne k. Znalezé okres drgan wlasnych preta.
Rozwiazanie

Obierzmy jako wspétrzedng uogolniona kat
wychylenia preta ¢ z potozenia rownowagi.
Predkos¢ masy skupionej m (traktowanej

jak punkt materialny) wynosi woéwczas: m&

a energia kinetyczna te] masy

mvZ  ml’&

2 2

W potozeniu okreslonym katem ¢ energia potencjalna sklada sie z energii
potencjalnej sily ciezkosci i energii odksztalconych sprezyn. Pierwsza z nich

jest réwna:

V; = mgl cos ¢.

Energia odksztatconej sprezyny wyraza sie nastepujgcym wzorem:

kx?

VT o




gdzie x jest odksztatceniem sprezyny, k - statg sprezyny.
Energia odksztatcenia obu sprezyn wynosi wiec

V, = kx?

Przy matych wartosciach kata ¢ mozna przyjaé x = lp oraz cos ¢ = 1 — ¢?/2, cO
pozwala wyrazi¢ energie potencjalng za pomoca wzoru

02
V =V, +V, = mgl cos@+ kil 2~mgl(1 j+kl2 °

Z zasady zachowania energii, otrzymujemy:

m_l2 ml(p + Kk
5 g

I°p® = const.

Przez zrézniczkowanie tego rownania wzgledem czasu otrzymujemy rownanie
rézniczkowe opisujgce ruch preta wokét potozenia rownowagi

2kl -m
e Ep=0
ml

Rownanie to bedzie mialo okresowe rozwigzanie, gdy wspétczynnik przy o
bedzie miat dodatnig wartos¢, tzn. gdy 2kl > mg. W tym przypadku okres drgan

Wynosi l
— m
T= 27[‘\/ 2kl-mg




Przyktad 20
Wewnatrz pustego cylindra kotlowego o osi poziomej i promieniu R znajduje sie
jednorodny walec o masie m i promieniu r. Zakladajac, ze walec moze sie toczy¢
bez poslizgu, obliczy¢ okres matych drgan walca wokoét potozenia rownowagi.
Rozwigzanie '
Jako wspéirzedna niezalezng okreslajaca potozenie 7z
walca przyjmiemy kat o, jaki tworzy plaszczyzna
przechodzaca przez osie obu walcéw z pionem.

W zasadzie ruchu srodek masy A walca porusza

sie po okregu o promieniu (R—r) i Srodku w punkcie O. 5
Predkosé srodka walca wynosi | V.

Vpa = (R—IN&

gdzie ¢ jest predkosciag katowg promienia OA.

Energia kinetyczna walca sktada sie z energii kinetycznej ruchu postepowego z
predkoscig srodka masy i energii kinetycznej ruchu obrotowego wokét tego
srodka, czyli

_ lo? mV,ZA
T="017
przy czym | jest momentem bezwtadnosci walca wzgledem jego osi, ® —
predkoscia katowg walca.
Przy zalozeniu, ze walec toczy sie bez poslizgu, wspélna tworzgca obu walcow
jest chwilowa osig obrotu walca ruchomego i miedzy predkoscia katowa o walca
a predkoscia jego srodka zachodzi nastepujacy zwigzek: ®=Va [t




Podstawiajac wzor na predkos¢ v, i predkos¢ katowa do wyrazenia na energie
kinetyczna, otrzymujemy:

T=3mR-rf¢

Energia potencjalna wyraza sie wzorem:
= -mg(R-r)cose.
Z zasady zachowania energii wynika réwnanie
T+ V =const,

czyli

% m(R = r)zqgg —mg(R —r) cos ¢ = const.

Roézniczkujac to rownanie wzgledem czasu otrzymujemy:

2(R—r)&+gsinp=0

Zaktadajac, ze kat ¢ jest maty, i podstawiajgc sin ¢ = ¢ znajdujemy

7=2r [ 450




Przyktad 21

Suwak A 0 masie m; umocowany na sprezynie o stalej c moze przesuwac sie po
gtadkiej poziomej prowadnicy. Do suwaka przymocowany jest na przegubie
niewazki pret o diugosci | z umieszczong na koncu skupiong masa m, (rys. a).
Znalez¢ czestosci kotowe drgan gtéwnych uktadu.

Rozwiazanie

Ukitad ma dwa stopnie swobody. Jako wspoirzedne uogélnione, okreslajgce
potozenie ukiadu, przyjmiemy przesuniecie x suwaka A oraz kat ¢ obrotu preta.
Przy ukftadaniu réwnan ruchu postuzymy sie rédwnaniami Lagrange'a, ktorych
postaé¢ w przypadku sit majacych potencjat jest nastepujaca:

d{or|_or ov_,
Przypominamy, ze w réownaniach tych wystepujace symbole maja nastepujace
znaczenia: (; - wspoirzedna uogolniona, ¢; - pochodna te] wspotrzednej

wzgledem czasu, T - energia kinetyczna ukfadu, V - energia potencjalna, k -liczba
stopni swobody.




W zadaniu tym k =2, q, = %, g, = . O

Zalézmy, ze wspoirzedne bedziemy odmierzali od potozenia réwnowagi.
Poniewaz ograniczamy sie do badania matych drgan, przyjmiemy ze wartosci
wspotrzednych oraz ich pochodne sg mate.

W wyrazeniach na energie kinetyczng i potencjalng ograniczymy sie do wyrazéw
zawierajgcych drugie potegi tych wielkosci i w zwigzku z tym w poblizu
potozenia rédwnowagi energia kinetyczna wyraza sie jako kwadratowa forma
predkosci uogélnionych. W uktadzie o dwéch stopniach swobody na podstawie

powyzszego mamy:
_1
das (31143% + 227 s + azz@%)

gdzie wspotczynniki a;;, a,,, a,, sa W ogolnym przypadku pewnymi funkcjami
wspotrzednych q, i g..

Zgodnie z poprzednio uczynionymi zatozeniami, przy ograniczaniu sie do
matych rzedu drugiego, w przypadku malych drgan mozna przyjaé, ze
wspotczynniki te sg state i rowne wartosciom, jakie przyjmujg dlaq, =01, =0
(tzn. wartosciom w potozeniu rownowagi). Przy tym zatozeniu 8T—

=0
aqJ

| zagadnienie matych drgan ukladu o dwéch stopniach swobody sprowadza sie
do rozwiazania nastepujgcych réwnan rézniczkowych:

dfor) ov_, dfaor) ov_
dtlog ) o9,  dtl o zaq2




Zajmiemy sie obecnie obliczeniem energii kinetycznej i potencjalnej. W
przyjetym uktadzie osi wspétrzedne punktu B wynoszg (rys. b):

X, =xX+Ising, y,=-lcose.
Rézniczkujac wspétrzedne wzgledem czasu otrzymamy nastepujace wartosci
sktadowych predkosci punktu B:

¥ = et ICOSO- & ¥ =1SINQ- &
W potozeniu rownowagi, tj. dla @ = 0i x = 0, mamy

Xo = et 18 ¥ = 0

i energia kinetyczna uktadu wynosi

T ) gl e omas e

Energia potencjalna okreslona jest nastepujagcym wzorem

_ 2 _ ]~y 2
V=m,gy, +§X ——n’I2gZC0S(P+§CX

Ograniczajac sie do dwoch pierwszych wyrazéw rozwiniecia funkcji cosinus w

szereg 2
CoS p =1
po podstawieniu otrzymujemy (PZ ;o
V=—m2gl ]—TJ‘FECX




Po wykonaniu dziatan przewidzianych w réwnaniach Lagrange’a otrzymujemy:
(my + m, )& m, I cx =0;  &Ka I go =0 (1)

Jest to uklad dwéch jednorodnych réwnan rézniczkowych o statych
wspotczynnikach, ktérego rozwigzanie przewidujemy w postaci:

X =Asin(kt+a),  @=A,sin(kt + o) )
Po dwukrotnym zrézniczkowaniu otrzymujemy
K= —AkZsin(kt+ o) &= —A,k?sin(kt +a) 3)

Podstawienie wyrazen (2) i (3) do réwnan (1) prowadzi do nastepujacych

zaleznosci:
Al‘c —(m; + m2)k2 |— Azkzmzl =0

—AKK® +A,(g-K°) =0

Otrzymany jednorodny uktad réwnan liniowych ma niezerowe rozwigzanie, jezeli
jego wyznacznik charakterystyczny jest rowny zeru:

c—(my+my)k?® —k°m,!

—k? g— k2




Rozwijajgc ten wyznacznik otrzymujemy réwnanie algebraiczne

g(my +my) —
m,/ my

Pierwiastki tego réwnania traktowanego jako rownanie kwadratowe wzgledem k?
sg rowne kwadratom czestosci kotowych k; i k..

k* —k?




Przyktad 22
Cienka jednorodna belka o dlugosci 2a i masie m zostata zawieszona na dwoéch

pionowych niewazkich pretach o diugosciach 5L i 8L (rys. a). Wyznaczy¢
czestosci drgan gtéwnych belki (w potozeniu rownowagi belka jest pozioma).

Rozwiazanie
Rozpatrywany uktad ma trzy stopnie swobody. Jako wspoétrzedne uogolnione

okreslajgce potozenie belki przyjmujemy wspoétrzedne srodka belki x_ i y., oraz
kat obrotu ¢ rzutu belki na ptaszczyzne pozioma. Energia kinetyczna belki w
potozeniu rownowagi, po pominieciu matych wyzszego rzedu niz drugi, wyraza
sie nastepujagcym wzorem:

2
T = mf% +m32% +EE&

2 2 3




(Moment bezwtadnosci belki wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy
wynosi 1/3 ma?).

Aby obliczy¢ energie potencjalng, zalozymy, ze belka doznala przemieszczenia
przedstawionego na rys. b i obliczymy wzniesienia z, i z; kohcéw A i B belki. Z
rysunku tego otrzymujemy zaleznos¢é

(O,A)° = 251% = X4 +Yya + (5l —24)°

Dla matych ¢ mozemy przyjacé

yA:yc’ XA:Xc+a(P
| po podstawieniu znajdujemy

0= x§ + 2axcq>+a2(p2 + yg —10lIz 5 + 74

Pomijajac mate zi otrzymujemy
. xg +y(23 +a2(p2 + 23X .0
- 10l
W podobny sposéb znajdziemy wzniesienie punktu B

2 2 a2 2
Xc +Ye +a“ o +2axX.¢

16l

Wzniesienie sSrodka masy C jest srednig arytmetyczng wzniesien z, i zg, czyli

ZB:

. _ZatZp _ 13x§ +13y§ +13a%p° + 26aX ¢
2 160l




Energia potencjalna wynosi wiec:

V=mg, =3 313x§ +13y2 +13a202 + 26ax .0 |
h

Zbadamy obecnie ruch uktadu postugujac sie rownaniami Lagrange'a

! =0

at\ o | oy, ° 801> 1
d( oT \ &+ 139 13ga \ @)
at| ok ) 801 " ° " 80l

%
afer +a_v__ 139, 188

Z pierwszego réwnania wynika, ze zmiana wspoétrzednej y. zachodzi niezaleznie
od dwoéch pozostatych. Wspoétrzedna ta jest wiec wspotrzedng giéwna, czyli
normalng. Czestos¢ kotowa odpowiadajgca tej wspoitrzednej jest jedng z
czestosci drgan gtéwnych uktadu i jej kwadrat wynosi:



Aby znalez¢ pozostate dwie czestosci drgan giéwnych, bedziemy postepowac
podobnie jak w zadaniach poprzednich.
Przewidujemy rozwigzanie szczegolne w postaci:

X, =Asin(kt+a)  @=A,sin(kt+a)

Po podstawieniu tych funkcji do dwéch ostatnich réwnan ukiadu (1)
otrzymujemy analogicznie jak w poprzednich zadaniach jednorodny ukiad
rownan liniowych, ktéory ma niezerowe rozwigzania dla dwéch wartosci
parametru k2:

Sa to kwadraty czestosci kotowych dwéch nastepnych drgan giéwnych belki.



Przyktad 23
Cztery jednorodne prety o jednakowe] dlugosci | i ciezarze G sg potaczone
przegubami i zawieszone w wezle A. Do weziéw B | C przylozone sa dwie rowne
co do wartosci poziome sily P. Znalez¢ wartos¢ kata a w potozeniu rownowagi.
Rozwiazanie

Prety te tworza w kazdej chwili romb i caty uktad jest
symetryczny wzgledem pionowej osi przechodzacej
przez wezet A. Oznaczymy rzedne punktéow przytozenia
sit ciezkosci G odpowiednio przezy, iy,:

y; =500s(a) Y, =3 cos(a)

Sktadowe pionowe przesunie¢ przygotowanych tych
punktow wyznaczymy jako rézniczki obu rzednych.
Mamy woéwczas

dy; =—5sinada; 8y, =—3'sinada

Znak minus oznacza, ze przy wzroscie kata o rzedne y, i y, zmniejszajq sie).
Diugos¢ przekatnej BC oznaczymy przez x. Skitadowe poziome przesuniec
przygotowanych punktow przytozenia sity P znajdziemy réwniez droga

rozniczkowania x = 2lsin(a),  dx = 21 cos(a )dor
Roéwnanie prac przygotowanych dla ukfadu pretéw ma postac

2GoYy, +2GoYy, +Pox =0




Po podstawieniu do tego roéwnania obliczonych uprzednio wyrazen na
przesuniecia przygotowane otrzymujemy ostatecznie:

ZG—I sinocSa—ZG—§|sinoc8a+P-2l cos aoa, =0

*
da\Pcosa—2Gsina)=0

Roéwnanie to jest spetnione, dla dowolnego éa, gdy

Pcosa—2Gsina=0 = P=2Gtga
U
P

o= arctg‘ — |




Przyktad 24

Most skiada sie z czterech elementéw potaczonych ze sobg przegubami B, D i F.
Skrajne elementy potgczone sg z fundamentem za pomocg przegubow statych A
| G, srodkowe zas spoczywajq na podporach przesuwnych Ci E.

Znalez¢ skladowa poziomag R, reakcji przegubu G, jezeli na pierwszy element
mostu dziata pionowa sita P, przylozona w odlegtosci x od lewego konca (rys. a).
Ciezar wltasny mostu pomingé¢.

LE=2h

Ay . B IV




Rozwiazanie

W réwnaniu, ktére otrzymujemy stosujgc zasade prac przygotowanych, nie
wystepujg reakcje wiezow idealnych. Jezeli wiec chcemy wyznaczy¢ jedna z
reakcji, musimy nadac¢ jej charakter sity czynnej. W tym celu usuwamy myslowo
podpore, ktérej reakcje mamy wyznaczy€ i w dalszych rozwazaniach traktujemy
ja jako site czynng. W przypadku gdy uktad jest podparty w sposéb statycznie
wyznaczalny, wéwczas przez usuniecie jednego podparcia nadajemy mu jeden
stopien swobody, co umozliwia obliczenia przesunie¢ przygotowanych
wszystkich, jego punktéw, przy czym za przesuniecia przygotowane bedziemy
wowczas uwazali przesuniecia zgodne z pozostatymi wiezami.

W rozpatrywanym zadaniu chcgc obliczy¢é pozioma reakcje w przegubie G,
nalezy zastapi¢ w punkcie G przegub podporg przesuwng oraz przytozy¢ w tym
punkcie pozioma site R,, co zostato wykonane na rys. b.

Znajdziemy obecnie przesuniecie przygotowane punktow H i G. Most skiada sie
z czterech sztywnych czesci. Przesunieciem przygotowanym czesci | jest
elementarny obrét te] czesci wokét przegubu A. Jezeli ten elementarny kat
obrotu oznaczymy przez 8¢, to przesuniecia przygotowane punktow H i B beda
odpowiednio rowne

5y =AH-8p;  osg = AB-50;

przy czym przesuniecie ds; jest prostopadie do odcinka AB.




Przemieszczenie przygotowane czesci Il jest elementarnym przemieszczeniem
figury ptaskiej w jej ptaszczyznie. Jak wiemy z kinematyki ciata sztywnego, takie
przemieszczenie mozna rozpatrywac jako obrét ciala o elementarny kat wokot
chwilowego srodka.

Nalezy wyznaczy¢ wiec potozenie srodka obrotu czesci |l. Poniewaz znamy
kierunki przesunieé¢ przygotowanych dwoéch punktéow tej czesci, poprzednio
okreslonego przesuniecia przygotowanego punktu B oraz punktu C, ktéry moze
tylko doznaé przesuniecia w kierunku poziomym, wiec prowadzac proste
prostopadie do kierunkéw elementarnych przesunie¢ znajdziemy w punkcie
przeciecia sie tych prostych srodek elementarnego obrotu K.

Wyznaczymy obecnie przesuniecie przygotowane punktu D. Jest ono co do
wartosci takie samo jak punktu B i skierowane prostopadle do odcinka KD, czyli

OSp = 0Sg

Postepujgc w analogiczny sposéb stwierdzimy, ze srodkiem obrotu czesci lll jest
punkt E, czesci IV zas punkt L. Jak wynika z rys. b, zachodzi tu zaleznos¢:

OSg = 0Sp = 0Sg

Aby wyznaczy¢ przesuniecie przygotowane punktu G, skorzystamy z zaleznosci,
ze w chwilowym ruchu obrotowym predkosci punktéw, a wiec i przesuniecia
przygotowane tych punktéw, sg proporcjonalne do odlegtosci punktéw od
chwilowego srodka. Mamy wiec

OSE  0SG
FL LG

czyli OSg :SSFII;—SzAB-&p:;—S




Roéwnanie prac przygotowanych przybiera postac:

P-0Sy-cosa—R, -0Sg =0

gdzie: o oznacza kat miedzy kierunkiem sity P i kierunkiem przesuniecia
przygotowanego punktu H.
Podstawiajgc obliczone wielkosci znajdziemy

ﬂ

P-AH-op-cosa—R, -AB-0p — =0

A
Poniewaz, jak wida¢ zrys. b

AB=FL, LG=2h, AH.-cosa=X

przeto otrzymujemy ostatecznie:

(P-X—2R, -h)op =0

i stad



Przyktad 25

Na koncach nierozciagliwej liny przerzuconej przez dwa state gtadkie krazki A i
B zostaly zawieszone dwa ciezary P i Q. Ciezar P lezy na gtadkiej rowni pochyiej
tworzacej kat o z poziomem. Miedzy kragzkami A i B zostat zawieszony krazek C z
zawieszonym ciezarem G. Majgc dany ciezar P wyznaczy¢ ciezary G i Q, aby
zachodzita r6wnowaga.

Rozwiazanie

Rozwazany uktad ma dwa stopnie swobody. Nadajmy ciezarom P i Q dowolne
przesunigcia przygotowane 3sq, I dsp, jak to zostato zaznaczone na rysunku.
Przesuniecie przygotowane ciezaru G wynosi woéwczas

i Jak wynika z rysunku, jest skierowane przeciwnie do sity ciezkosci G.



Prace przygotowane poszczegodlnych sit ciezkosci sg nastepujace:

8Lp = P3sp €0S(90° - ar) = P3sp sina

8LQ — QSSQ

0Sq + 0Sp

6Li = —GSSi =-—G

Suma prac wszystkich tych sit musi by¢ réwna zeru, czyli

oLp +8L9 +0Lg =0

Po podstawieniu otrzymujemy:

Poniewaz 6s, | 6s, przedstawiajg dwie niezalezne wielkosci, wigc w potozeniu
rownowagi muszg by¢ spetnione dwa réwnania:

G I —
Q——=0; Psina——=0
A

stad znajdujemy F
Q=—; G=2Psina
_



Przyktad 26
Znalez¢ okres matych drgan jednorodnego pétwalca o promieniu r lezacego na
chropowate] poziomej plaszczyznie, przy zatozeniu, ze polwalec toczy S|e bez
poslizgu. -

Rozwiazanie

W zadaniu tym bedziemy zajmowac sie
badaniem matych ruchéw ciat wokét

potozenia rownowagi statej. Jak wiemy,

ruch taki jest ruchem okresowym.

W celu wyznaczenia rédwnania ruchu postuzymy
sie zasadq zachowania energii mechanicznej.
W przypadku gdy na ciato dziatajg sity ,
zachowawcze (majace potencjal), suma energii potencjalnej V i kmetycznej Tw
czasie ruchu jest stata, czyli

T+ V =const.

W dalszych rozwazaniach zatozymy, ze wychylenia i predkosci sa male.
Rozwazmy pétwalec wychylony z potozenia réownowagi o maly kat ¢. Jezeli
miedzy poétwalcem a ptaszczyzng nie ma poslizgu, to ruch jego mozna
rozpatrywa¢ jako chwilowy ruch obrotowy wokét osi, przechodzacej przez
chwilowy punkt stycznosci (punkt A;i jego energia kinetyczna wynosi:

1, &

2

T=




gdzie 1,, jest momentem bezwtadnosci wzgledem chwilowej osi obrotu. Moment
bezwtadnosci poétwalca wzgledem osi przechodzacej przez punkt O, wynosi

1 2
o, =5 mr

gdzie m jest masa poéiwalca.
Stosujac twierdzenie Steinera, mamy

2 2
Ic, = 1o, —-mM(O;,Cy)" =2 mr —m(%)zzmrz(%—l—%)

Podobnie

o, = e, + M(ACy)? =

Z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkata O,C,A; otrzymujemy
(A1C))” = (A101)” +(0,C1)° —2:0,C; - ACy -COS @

Zgodnie z uczynionym na poczatku zalozeniem, ze kat ¢ jest maly, mozemy
przyjac, ze

cosp=1 oraz AC, ~AC=r(l--) cose

Biorac to pod uwage mamy:

Ly =lc +mr*l—2A)f =mr*(3-2)




Ostatecznie otrzymujemy nastepujagce wyrazenie na energie Kkinetyczna
potwalca:

T-M(3_8

2
Na podstawie powyzszych rozwazan mozna stwierdzi¢, ze przy badaniu malych
drgan wokét polozenia rownowagi statej energie kinetyczna mozna wyznaczaé
przyjmujac zaleznosci geometryczne i kinematyczne takie, jakie zachodza dla
tego potozenia. (W rozpatrywanym zadaniu potozenie, dla ktérego ¢ = 0).
Energia potencjalna poétwalca wynosi:

V =magy

gdziey. - wspotrzedna srodka masy potwalca.
Przyjmujac punkt O za poczatek uktadu wspoéirzednych mamy:

ar
Y. =—0,C;-COS@=——C0S P
37
Uwzgledniajac tylko male rzedu drugiego mozemy przyjaé cose~l—@?/2 i
otrzymujemy




Podstawiajac wyrazenia na energie kinetyczng i potencjalng do wzoru
pierwszego otrzymujemy:

2r
—(——— +mg — ¢ = const.

Przez zrézniczkowanie powyzszego rownania wzgledem czasu i po skréceniu
przez ¢ dochodzimy do nastepujacego rownania rézniczkowego:

?
9 -0

e (9t —16)

Jest to rownanie roézniczkowe ruchu harmonicznego o0 czestosci kotowej
(pulsacji)

| okresie drgan




Przyktad 27

Okresli¢ stosunek okreséw drgan swobodnych punktu materialnego o
masie m zawieszonego na dwoéch jednakowych sprezynach przy
szeregowym i rownolegtym ich potaczeniu. Dane sg sztywnosci obu

sprezyn K, i k, [N/m]. a): b) :
Rozwiazanie 7 " 0 <,
W przypadku potaczenia szeregowego i
Sprezyn ich wydtuzenie wynosi: L l,ué
A
{y mglzév]; \Jy




Rownanie roézniczkowe drgan swobodnych w tym przypadku ma
postac:

P
X+ SLY. X =0

m‘ki+k22

Okres drgan wynosi:

W przypadku réwnolegltego potaczenia sprezyn, przy jednakowym ich

wydtuzeniu, sztywnos¢ zastepcza jest rowna: X=X — X
_ S =
K,» =Ki+K> S, g
Rownanie rozniczkowe drgan swobodnych: é ‘X =~

. A
x+@x=0 7 7141



Okres drgan w tym przypadku jest réwny:

2T m
=— =27
0)2 k1+k2

T,

Stosunek okresd6w rozwazanych drgan swobodnych punktu
materialnego wynosi:




Przykiad 28
Dana jest niewazka belka o dtugosci 3| z masa skupiong m. Obliczy¢
okres drgan belki T, jezeli jej sztywnos¢ gietna wynosi EJ.
X
)| y

L L

. . \ | e — -
Rozwigzanie a 5 s
Dynamiczne rownanie ruchumasy m ° - = —t 4 &

AN e X
m-g= —K-y &

Wspolczynnik sztywnosci belki jest
rowny ilorazowi ciezaru mg i strzatki
ugiecia f belki w punkcie przylozenia

ciezaru m
K="9
f

f = MNQg —— S — =
J9E3 rad 413



Stad rownanie rézniczkowe drgan swobodnych belki mozemy zapisac:
2
wa oy =0

gdzie czestos¢ drgan wlasnych o, belki:

. _ |9EJ
" N 4IPm
stad okres drgan T:
41°m
T=2n,|—



Zadanie

Wyznaczy¢ sztywnosci zastepcze oraz rownania ruchu ciata o ciezarze G
=150 N zawieszonego na sprezynach o sztywnosciach k, =2-103 N/m i k,
= 8-102 N/m w sposéb zilustrowany na rys.

a) ‘f{ﬁ/f%/%f
ky
K.
2 ko
%
G -
=

Rozpatrujgc warunek rownowagi sit dzialajgcych na ciato, dla obydwu
przy-padkéw zamocowan otrzymujemy:

m-y+k,y=0
Sztywnosci zastepcze sprezyn wynoszg przypadek:
a) 1 1 1
kK, k Kk

b) k, =k + k,



) 3 N 3N
k- ok, | 210°5810°5 oo
k,+k, 2.10°2+8.10°

b) k,=k,+k,=2-10°2+8.10°8=10-10" X

g Kk, o _ 1
2) &GkﬁkZY—o 104,64y =0

e 2 (k, +k, )y =0 &654izy=o

-—40.L3/§ coh—f 2§ D7)



Zadanie

Wyznaczy¢ sztywnos¢ zastepczg sprezyny oraz rownanie
ruchu ciata o ciezarze G = 500 N pokazanego na rys.
Sztywnosci poszczegdlnych sprezyn wynosza:

k; =310 N/m; k, = 5-103 N/m; k; = 6-103 N/m; k, = 8-103 N/m
ke =1-104 N/m; kg = 2104 N/m;

—§ “
Z'E éﬁh@hﬁ

Potraktujmy omawiany przypadek potaczenia tgcznikéw

sprezystych jako row-nolegte. Elementami sktadowymi %
potaczenia sg tgczniki sprezyste o wartosciach sztywnosci 5 Sk
ke, ks oraz czesciowych sztywnosciach zastepczych k, , k,, % "
Czesciowe sztywnosci zastepcze okreslone sa wzorami:

k :kl'kz k :ks'k4
ok, +Kk, “ Kk,+k,
k. k, kyk,

+
1+2 3+4

kZ:kzl+k22+k5+k6:k +K: + K,



k. =

zZ

3.10°N.5.10° N

6103'\| 8-10° N

3.10° N4+ 5.10° N

6 10°N +8.10° N

+1.10° N4 2.10* N =377.10% X

0
2k -v=0
&&G .Y
&981?377 10°N.y =0
500N Y=
&739674 -y=0



2.7. Na jednym korcu sztywnego preta o diugosar [ =1 m Zamocowano Imalo
y ciezarze G = 100 N. Drugt koniec preta poiaczono sztpyw‘no z osia wa c:i {0
rednicy d = 0,4 m 1 masie m = 20 kg {rys. 2.11}). Wyznac?_yc -rov:vnrame ruchu‘ Ci'd a
v tak :;budowanym modelu przyjmujac, ze stuszne sg zwigzki sind x 9, cos 3 = 1.

Stosujgc prawo kretu otrzymamy nastepujaca zaleznoic:

~Glsind = -Gl =1, 4.

Moment bezwladnosci ukladu obliczony wzgledem punkiu 4 wynosi

: :;:’i;?ﬁ%

poo L G
=_m-—4+m-—+-—72
A 2?14 ’4 g
gdzie
; 12 . .!3 ‘;':
22 =I"—|-£I-—d!cos.9=!“+f?—df - (!—%) |
Tak wiec

3 5 G d\?
1A=§md +;(J—;) .

=



Rownanie ruchu ciata jest nastepujace:

. Gl
1t)+ ) 3 = U
5 11¢I2+G(f d J
_‘j — FEE——
8 g 2
Wstawtajac dane liczhowe otrzymujemy
. 1041
3+3 Jd =0, stad

100
—r2ll 1421-1 -2 e — l--n- "1 H-l 2
2 0 0 +9,81( 21079

J4+ 12943 = 0.



28. Wyznaczy¢ rdéwnanie ruchu walca o ciezarze G =200 N 1 srednicy
d =05 m, ktoéry umieszczony jest na poziomej plaszczyznie i polaczony w spo-
sob zilustrowany na rys. 2.12 za pomoca dwach jednakowych sprezyn o szivwnos-

: N . CL . .
¢ k=2-10 — z dwiema rownolegtymi Scianami. Sprezvny zamocowane sa w
m

polowie dlugosci walca na wysokosci a = 0,15 m nad jego osia. Drgania walca sa
tak male, ze mozna przyjaé. iz sind > 9: tarcie pominac.

B %



Zauwaimy, ze obrdt walca o maly kat & poweduje przemieszezenie jego srodka
= d . = i - - » ¥ oW i
o wartosel x = 3. Koniec dzwigni przemieszcza sig wowezas 0 wartose x; = A

‘ d)
—x=§{l-=1
, (f S

s

Calkowita energia kinetyezna ukiadu je2st suma enrergii walca oraz dzwigni
o ciezarze G,. Okresla ja wyrazenie

1 Gd* ., 1Gd*,., 1Gd*Yv,, 16,¢ ., G Id .,
E=-— —0"4- — — 374 — - 4 - Gl — — 3,
2qg 4 Zg 8 24 4 2 2 3g g 4
. Gdr G, P » | .
gdzie <13 momenty bezwtadnoéel analizowanych cial.
g 2

Zmiana energii potencialne jest wynikiem dzialania sprezyn oraz podniesienia
sie punktow ciala o ciezarze G, .

23

F o 1
- A —— — Tl



Wsiawiajac wyznaczong wozesnie] wartos¢ przemigszezenia konca d7zwign oras
zastepujyc funkeje trygonometryczng w nawiasie funkgja sinus kgta potdwkowego
I uwzglednigjac warunek malveh drgan (sind x> &) olrzymujemy

SRACEE
Efz[k“#—)4u{ﬂ£kﬁ.

b

2/ 4

L— r -

"

Poszukujac ostateczne} postaci rownan ruchu, wykorzystajmy posta¢ (2.26) rownan
Lagrange’a. Obliczamy skiadmki sumy wzoru (2.26)

ol T 2 . i . - '
d (f:l"_\:ff;r,i_,_ﬁ ‘f_.;+m._‘i_q+§}___ _Gildy
dr \:9!' TR g & g 4 3q g 2

lub po uporzgdkowanin

d (%) _ 1 o LA PO P
q \*{;g) = ?{! [303G+2G )1 d* 4G, 1(21—3d)1 1, Fn == \ 2k (\f—-—jj: +E‘J; ]

Réwnanie ruchu ukladu jest wiec nastepujace:

N

-, a v
dgr\. I(:" ﬂ'iu{fi{
\ 2

, "l _
l.; oL .r; Y —— . B 8 P 5 S ¢ 8 L ik . ma  E -

o ?:;-i ""1(" 'l“r ..._4(;1?(_,11“3!}



Podstawiajac dane liczbowe otrzymujemy

107!
48-103(1-E;

2
)+12-10*I
J4+981 — — .
TU3(3-5:1042-3-10)4% 1072 4+4-3-10(2- 1 —3-4- 107 1)

19=0‘

(Istatecznte

J+ 1549263 = 0.

2.11. Wyznaczyc réwnanie ruchu ciala o cigzarze G = 10 N, zamocowanego n
koncu stalowego preta o diugosci [=1,5 m i momencie bezwladnosci J
= 1,45-10"* m* oraz module sprezystosci E = 2,1 - 10'* N/m?. W odlegloéci I, =
m od przegubu pret za pomoca sprezyn o sztywnosci k = 2-10° N/m zost:
polaczony ze Scianami w sposdb zilustrowany na rys. 2.15.

Rozpatrzmy warunki rownowagi preta wychylonego. W czasie wychylen
preta (rys. 2.15b) rOwnanie rownowagi momentow od sit dzialajagcych jest nastept
jace:

_Pi“'G.‘:"}*P] {1 =0.






Lo
Nieznang wielkosciy w powyzszym wyrazeniu jest jeszcze Ax. Ugigcie to (rys.
2.15¢) pochodzgce bezposrednio od sily P, mozna okresli¢ za pomoca wzoru

. !
Poniewaz P, = 2k(x, — Ax) oraz x=n otrzymujemy P, = 2k (x%—ﬁ)).

Pli(I-1,)*
= x.

Ax
3EJ, .
Wstawiajac w miegjsce sily P warto§¢ P = ~-—-% otrzymamy
G li(I—1)*
Av o G hl=1)?

g 3EJ,

Uwzgledniajae, ze P, I, = P! i wstawiajac do rdwnania rownowagi momentow sil
wyznaczone wielkosci otrzymujemy wyrazenie

G i G I (f-—l,)z
— X+ 2kl | x=+—% —Gx =0




lub po uporzadkowaniu

[2
2k-;-—G

G !fu—ml]
— It 142k
g [ 3EJ ]

X+

x =0,

‘Wstawiajac dane liczbowe mamy
~10

2:2-10°:
1,5

X+

10 (L5 —1)°

-1,5[1+2-2*10-’*

9.81 3:21-1071-145-107%-1.5

Stad
5£+1737,5x = 0.



2.18 Ciato o cigzarze G = 10 N zostalo zawieszone na sprezynach w spo.

'3- '.T-

nlustrowany na rys. 2.22. Na cialo dziala sinusoidalnie zmienna, z czestosct:

- rad
;,;25 < sita P, =50 N. Przyjmujac, ze wspdlczynniki sztywnosci tacznik

’-”spr@zystych wynosza: k, = 10° N/m, k, = 2-10° N/m, k; = 3-10° N/m, a wsy
czynmk ttumienia wiskotycznego tlumika ¢ =350 N-s/m; wyznaczy¢ rowne
;ruchu |

Pasinyt

Rvs, 2.22



/""Niech wspélrzedna uogélniona x oznacza przemieszczenie ciala o cigzarze
Sztywnos¢ zastgpcza ukladu wynosi

L N
+

Korzysta_]ac z metody Newtona wyznaczmy warunek rownowagi sil (2.27) dziale
cych na cialo

. G
):-—x —k, (x+x,,)+mg cx+ Pysinvt, / gdzie Xy =7
&
Porzadkujac otrzymujemy d
X4 9 ex +—= k X = ;PD sin vt
- E G G

g g [ ki k % /03/
1+acx+ (k,l 2+k3)x—Posmvt G

Wstawiajac dane liczbowe mamy

9,81 9,81 (10%-2-10°
o 505+ 10°

RRNT? 10 (103+2-103+3 10 )“’ 75\0'“25”
Stad _hs, D

, d Y
%+449,05% +3597x = 50sin 25¢.




2.29. Dwa ciala o ciezarze G, = 50 N, G, = 30 N zostaly polaczone za pomoca
facznikow sprezystych o sztywnosciach k =k, =k; = 5-10" N/m oraz k, =10°
N/m w sposob zilustrowany na rys. 2.33a. Wyznaczy¢ réwnania ruchu cial ukladu.

Rozpatrzmy warunek rownowagi sit dzialajacych na kazde z cial (rys. 2.33b)

G
"”1‘5'51 —ky xy —ky(x;—x3) =0,

G
"*“’ijfz"ka Xy~ ky{x3—x,) =0.

Porzadkujae, otrzymujemy

o 9 d
X4 +E;_; kxl +E-k1[:¢1 '_xz) = 0,
g

g
£1+E;kx3+‘§;k1(xl‘—xll = 0.



P
%.w:glednmmc wartoéci parametréw danych mamy

{I —:—0—15 - 10% x, 95? ~Xx,;) = 0; stad. X, +1177,3x; - 196,3x, = 0,
,' X+ 93%1 5-10° 9;?]' (x;~-x,) =0

0 %+1962x,-327x, = 0.

b}

7 Rys, 2.33



E
2.31. Wyznaczy¢é roéwnanie ruchu ukladu zlozonego z dwu cial, kazde qi
cigzarze G =10 N Ciala polaczone sa migdzy sobg sprezyng o sztywnosci ks
= 10° N/m, cialo pierwsze jest zamocowane do sciany za pomoca spreiyny o
sztywnosci k; = 10° N/m (rys. 2.35). 3

. y 2
o e 7]
u-- olle
F ::"’ r 3 T ‘,fa:ff’.}'ﬁ* _,-"f '_::‘E::
X o Rys. 235

Przedstawiony na rys. 2.35 uklad posiada dwa stopnie swobody.
vspotrzedne uogélnione x,, x, i wykorzystajmy réwnania Lagra

:!.

Przyjmijmy za.

nge’a
16 ., 1G. 1G |
E = > EIf"f-i EIE = 3 E{If+x§ , ¥ =§[k1 3"11"‘511 (x;—x1)%,
d(ﬂE G d(ﬁE G E’E_HE_
delés, ) g7 de\ik, ) g " & fx,



Podstawiajgc mamy

G
Efl +(k: +RI}I1 '—k?_ Xy = ﬂ_,

G .
Efl’l‘klxl_kle = n

fib:'w- odniesieniu do jednostki masy

- ErE

k,+k k
ia +g{ 1 EJII—H_IXIECL

*1 G G

k k
5+, - L2y —0.

G G

9,31{1u*+5-103;|x 9,81:5-10°
10 ! 10

o OB1S100 9815 10°
TR 10

x1=ﬂ,.

I,EU.

¥, +14715x, —4905x, = 0,
%, +4905x, —4905x, = 0.



2.33. Dwa ciala o cigzarze G, =30 NiG,=50 N zostaly polaczone za
pomocy lacznikow sprezystych o sztywnosciach ki =10* N/m ik, =2-10 N/m
ze scianami oraz za pomocy Sprezyny o sztywnosci k, = 5 10% N/m migdzy sobg,
Jednoczesnie ciala te polaczono ze écianami stosujac ttumiki drgart z ktérych jeden
charakteryzuje si¢ wspolezynnikiem tlumienia ¢; = 10° N-s/m, a drugi wspolczyn-
nikiem ¢, = 2-10° N-s/m (rys. 2.37). Wyznaczyé réwnania ruchu ukladu,

Rys. 237



Rozwiazujgc zadanie skorzystamy z metod ' '
, nie ¥ Lagrange'a wykorzystujac postaé
(2.16) rownan. Energi¢ kinetyczng ukladu okreila zaleinosé e

1 G
=L gyl 22
=37 :-:,+E p X3,
2 ¢nergie potencjalng zwigzek

] H

!
— 2
V= zkt xl"‘iki":f: _-Tz}z-l-ikaxi.

inkcia dysypacii, przyjmie postaé y (2
o 1

D—lc ¥ +=cyXi
"_21 1 221

T e

=urib -
e Ak
UL 27

naczm}* kolejne skladniki rownan Lagrange'a

. »

e b

G, E G, . d {0E _gif
=—=X, =X g\ T 24
g ﬁx; if 2
oD
-B_V=ij2—k:xl+k3.xl, Ex‘—'=f1xl:
2
oD .
= {5 X3



b
+ 95
LA
"u

X, +—X% + —Z Iy, =0,
1 T G, ! G i X2
cag . glka+ks) gk
2 Gz 2 G; 2 G] 1

éﬁmajac wartoéci parametréw danych mamy
10%-9,81 .
T I

9.81(5-10°+10%  9,81-5-10°
30 1 17

30 30

X+

Xa =0,

X+

={)

2+mﬁ-9,31:_,: +9,81{2-1{}“+5*1{!"’} _9,31—5~10‘x
50 ¢ 50 *2 50 |

.E: + 39,4.1'"2 + 13?3431:2 —931{}:{1 = ﬂ.



4.10. Cialu o cigrarze G = 200 N zamocowanemu do podloza poprzez taczniki
sprezyste i tlumiaey w sposdb zilustrowany na rys, 4.8 nadano predkose poczatko-
¥a ro =01 ms. Przyjmujac, Ze sztywnos¢ sprgzyny wynosi k = 45-10° N/m,
wspdlczynnik tlumienia ¢ = 150 N-s/m wyznaczyC czestos¢ kolowa drgan tlumio-
avch. przemieszezenie oraz predkosdé ciala,

7
:; &
x1F] ..-':

i

Rys. 4.8

Rownanie ruchu ciala ma posta¢ (4.12), adzie

150981 k 4.5-10°-9,81
cg 50-9, =167 15, mﬁ=-£=

= = = 220,7 1/s%.
2G 2200 G 200

X42hi+awlx = 0. (4.12)



Rownanie przedstawia wigc mate drgama harmoniczne o matym tlumieniu, Mamy
bowiem h < @, oraz w® =wi—h* > 0.

Rozwiazanie ogdlne rownania ruchu, okreslajace przemieszczenia ciala, ma
postaé (4.14). Predkosc ciala opisana jest zaleznosciy

J-E{I:'I — e~ ™[ = h{d coswi+ Bsinot)+w(Bcos wi — 4 sincot)].

Uwzgledniajac warunki poczatkowe ruchu, czyh dla t=0, x=0 oraz x =14
wyznaczymy stale

A=0, B=-—.

Wstawiajac otrzymane zaleznosci do wzorow uprzednio podanych, otrzymujerny
przemieszezenie

bg . _ :
x{1) :ﬂ'h‘—ﬁsm i = (,0067e 3681 ¢in 14,47,
(]

predk osc
X (1) = e ¥, [ cos 14,4r — 0,024 sin 14.4r).

= i raf
x=Cie +(Cye7, (4.14)



