MECHANIKA ANALITYCZNA

Drgania

LECH MURAWSKI
l.murawski@wm.umg.edu.pl

—_& 5 2 B & & = N Nt Nt N N -

pok. A213



Przykiad ukladu mechanicznego z wigzami

F = a
Sity zewnetrzne
i wynikajgce z wiezow:

F(x,x,t) = F(x) + F5(x) + F5(t)

mx = F(x, x,t)
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Oddzialywania sprezyste, np. sprezyna

drgan

Opoiyitionl ek sc-dxyieik

F;(t) = Fp(t) Wymuszenie zewnetrzn




Rozwiazanie dla ukiadu bez zewnetrznych sit
wymuszajacych - drgania wiasne (mate thumienie!)

c < 2Vkm mx +cx+ kx =0
x = e €@l . {Clsin [«./ 1—€2. wot]
+ C,cos [\/ 1—€?: wot]}
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Rozwiazanie dla ukitadu z wymuszeniem

mi + cx K= Fp,(t)
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Wsp. powiekszenia drgan [-]

Drgania wymuszone tlumione

mix + cx + kx = Fpsin(wt)
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Czestos¢ wzgledna [-]



Przyktad
SformutowacC rownanie ruchu drgan wymuszonych o jednym stopniu swobody z
uwzglednieniem sit dyssypacyjnych z zastosowaniem rownania Lagrange'a drugiego
rodzaju.

Rozwigzanie

Do tego zadania wykorzystuje sie model drgan wymuszonych z ttumieniem.
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Roéwnanie Lagrange'a dla tego modelu bedzie miato postac

d or or
dt o& OXx

= QX a)



gdzie

P A" b)
Qx = Qx +Qx +Qx (1)

Q)F() —r— %—;J - sita uogodlniona od sit potencjalnych

Qx =— R

o0& - uogolniona sita dyssypacyjna (R — funkcja dyssypacyjna Rayleigha)

Qx (t) ——

- uogolniona sita wymuszajgca
Wielkosci T, U, R, i A wyrazajg sie wzorami:

2
T— m;gZ u_% R:C’f, SA = F(t) - 5x = F(t)x 2

Wykonujgc na funkcjach (c) powyzsze operacje rézniczkowania, otrzymuje sie:

e Ul ey ks . _
Pt Ll Rars a& —0 Qx =—kx, Qx=—C& Q) ()=F(t) d)



Wstawiajgc wzor (d) do (a), z wykorzystaniem wzoru (b), otrzymuje sie nastepujgce
rownanie drgan wymuszonych ttumionych:

m - & C - ¥+ K- X = F(1) e)

Rownanie (e) jest identyczne z rownaniem rézniczkowym drgan wymuszonych
ttumionych otrzymanym innym sposobem.



Drgania -s.s

Drgania w wiekszosci przypadkow sg zjawiskiem niepozadanym i i szkodliwym. W tym réwniez na
okrecie - drgania kadluba i jego elementow konstrukcyjnych, drgania silnikow i wurzadzen
maszynowych, uzbrojenia oraz aparatury pomiarowej, sterujacej itp. Ich zrodlem jest praca silnikow
spalinowych tlokowych oraz tlokowych maszyn pomocniczych, niewywazenie maszyn wirnikowych, zlte
wykonanie przekladni zebatych, uderzenia fal morskich.

Drgania powoduja zmeczenie materiatu, z ktorego sa zbudowane maszyny i konstrukcje nosne, szybsze
zuzywanie si¢ maszyn (zwlaszcza powierzchni tracych) i niszczenie ich elementéw, niesprawnosé
dzialania aparatury.

W przypadkach powstania rezonansu moga powstawaé¢ bardzo powazne uszkodzenia zagrazajace
bezpieczenstwu okretu i jego zalogi. Drgania kadluba wplywaja szkodliwie na ustréj czlowieka, a
halasy wywolane drganiami maszyn na jego system nerwowy.

Poniewaz W wiekszo$ci przypadkow nie mozna zlikwidowaé zrodel drgan, dlatego stosuje sie¢ rozne
sposoby tlumienia i eliminowania drgan, izolacje i ochrone przeciwdrganiowa. Za pomoca roznego
rodzaju amortyzatoréw zmniejsza sie amplitudy drgan (przez co lagodzi sie ich szkodliwe
oddzialywanie) oraz unika sie¢ pracy maszyn w obszarze przyrezonansowym, jak rowniez ogranicza sie
rozprzestrzenianie sie drgan na otoczenie.

W niektorych urzadzeniach drgania sa wykorzystywane celowo, jak np. we wstrzasarkach,
urzadzeniach udaro- wibracyjnych, urzadzeniach ultradzwiekowych.

Technike wibracyjng wykorzystuje sie tez w niektérych procesach technologicznych. Szezegolne
znaczenie maja, drgania w akustyce i radiotechnice.

Kazdy inzynier-mechanik, a zwlaszcza mechanik okretowy musi dobrze peznaé problematyke
drganiowg z zakresu drgan mechanicznych. Dlatego musi pozna¢ teoretyczne podstawy drgan, rodzaje
drgan i ich charakterystyke, metody obliczen czestosci drgan wlasnych jako czestosci rezonansowych,
sposoby tlumienia i eliminowania drgan. Inzynier-mechanik musi znaé, jak poprzez dobér wymiarow,
ksztaltow i wlasciwoS$ci sprezystych materialu oraz rozmieszczenie mas ukladu mozna wplywaé na
czestos¢ drean ukladu konstrukcyjneqo.



Drgania -s.10

Drgania mechaniczne sa zjawiskiem fizycznym obserwowanym jako ruch ukladu
materialnego wokol punktu rownowagi statycznej.

W procesie drgan wystepuje przeplyw energii mechanicznej i magazynowanie
(akumulowanie) jej na przemian w postaci energii kinetycznej 1 potencjalnej.
Przeplyw energii powstaje wskutek oddzialywania na uklad mechaniczny jednej
lub wielu sil zmiennych w czasie lub na skutek oswobodzenia ukladu z wiezow,
ktore wprowadzily poczatkowe przemieszczenia elementéw ukladu wytracajac go z
polozenia rownowagi statycznej.

W pierwszym przypadku wystepuja drgania wymuszone, a w drugim drgania
swobodne w zadanych warunkach poczatkowych bez oddzialywania sil
zewngetrznych.

*W mechanice mamy do czynienia z drganiami ukladéw masowych, gléwnie
ukladow sprezystych, gdzie drgajace masy powigzane sprezyscie przemieszczaja sie
odpowiednio wykonujac ruchy drgajace.

%* W akustyce rozpatruje sie drgania oSrodka:
> gazowego, zZwiazane z rozchodzeniem sie fal akustycznych

> cieklego, polegaja na zageszczaniu i rozrzedzaniu czastek
> stalego. materii o$rodka. 10



Drgania -s.11

%* W elektrotechnice wystepuja drgania pradu elektrycznego.
zmiany wartosci napiecia lub natezenia w obwodach elektrycznych
lub zmiany pola elektromagnetycznego

Definicja
Drganiami nazywamy okresowe zmiany stanu ukladu zachodzace dookola

pewnego stanu rownowagi (lub stanu zerowego) pod wplywem energii
dostarczonej do tego ukladu z zewnatrz lub wielokrotnie okresowo.

Drganiami mechanicznymi nazywamy okresowe zmiany polozenia masy
zachodzace dookola pewnego polozenia rownowagi pod wplywem energii
dostarczonej do tego ukladu jednorazowo lub wielokrotnie okresowo.
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Drgania -s.12

Wielkosci opisujace drgania - definicje

Cyklem drgan nazywamy szereg kolejno po sobie nastepujacych w sposob ciagly polozen
masy — poczynajac od polozenia réwnowagi (polozenie zerowe), z ktorego masa
przemieszcza si¢ na jedna jego strone az do polozenia skrajnego, nastepnie powraca w
kierunku polozenia réwnowagi | po jego osiagnieciu przemieszcza si¢ na druga jego strone
az do polozenia skrajnego po tej stronie, po czym powraca ponownie w kierunku polozenia
réownowagi i osiagajac go konczy pelny cykl drgania, a jednoczesnie zaczyna nastepny.
Oprocz polozenia réwnowagi, za poczatek cyklu przyjmuje sie bardzo czesto polozenia
skrajne
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Drgania -s.13

Okres drgan — jest to czas trwania 1 cyklu drgan. Okres drgania oznacza sie¢ przez litere T |
jest mierzona w sekundach T [s].

— jest to liczba cykli drgan odbywajacych si¢ w jednostce
czasu, najczesciej w jednej sekundzie czasami w 1 minucie. Czestosé¢ drgan oznaczamy
literg f [s'], n [min]. Jednostka czestosci drgan jest herc [Hz]. Jeden herc odpowiada
czestosci drgan wynoszacej jeden pelny cykl (okres) w czasie 1 sekundy.

f=1/T,;
oznaczana przez litere o = 2xf [s].

— jest to wielkos¢é przemieszczenia masy w ruchu drgajacym w stosunku
do polozenia rownowagi, czyli jest to chwilowa odleglos¢ masy od potozenia rownowagi.

x=x(t) [m]; y=y(t) [m]; ¢=0(t) [rad];

— Jest to maksymalne wychylenie, czyli odleglos¢ masy w polozeniu
skrajnym od polozenia rownowagi. Amplitude oznacza si¢ tym samym oznaczeniem co
wychylenie, dodajac indeks dolny ,,a”

Xa [M]; ¥, [M]; @, [rad];

13



Drgania -s.14

Drgania sga zjawiskiem czasowym sa jednoczesnie zjawiskiem cyklicznym
(okresowym).

Drgania sa zjawiskiem kinematycznym gdyz masa drgajaca wykonuje okreslone
ruchy w kazdym cyklu drgan zwiazane ze zmiang jej polozenia.

Drgania sa zjawiskiem dynamicznym gdyz ruchy drgajace sq ruchami zmiennymi
co do kierunku i co do wartosci predkosci. Wystepuja zatem przyspieszenia,
ktorym podlega masa drgajaca, dzialaja wiec na nig sily dynamiczne
(bezwladnosciowe).

Drgania sa zjawiskiem energetycznym. Masa drgajaca znajdujaca sie¢ W ruchu z
okreslona predkos$cia posiada odpowiednia energie kinetyczna.

Straty energii na pokonywanie oporow ruchu powoduja, ze drgania ulegaja
wygaszeniu (zanikaniu). Oddzialywanie oporow na wygaszanie drgan nazywa sie
thumieniem.

14



Drgania -s.15

Drgania swobodne

Jezeli do ukladu zlozonego z masy i wiazania sprezystego, przylozyé¢ jednorazowo impuls
wywolujacy drgania tego ukladu, to drgania odbywaja sie dalej bez udzialu sil
zewnetrznych, a jedynie dzieki silom sprezystym wystepujacym w ukladzie, dzieki ciaglym
przemianom energii potencjalnej wigzania sprezystego W energie Kinetyczna drgajacej
masy.

Drgania swobodne odbywaja sie z pewna, wlasciwg dla danego ukladu drgajacego, zalezna
od jego masy i sprezystosci, czestoscia drgan zwang czestoscig drgan wlasnych.

Czestos¢ drgan wlasnych oznacza si¢ przez dodanie indeksu ,,n” —f; ®,.

Jezeli do ukladu przyklada si¢ impulsy wielokrotnie poprzez okresowo zmieniajaca sie¢ site
zwang sila wymuszajaca, to tak wywolane drgania nazywa si¢ drganiami wymuszonymi.
Kolejne impulsy (wymuszenia) podtrzymuja drgania nawet wéwczas, jezeli wystepuja
opory i sg straty energii w ukladzie, gdzie kazdy impuls doprowadza do ukladu pewn3 ilos¢
energii.

W przypadku drgan wymuszonych, jezeli czestoS§¢ wymuszen jest rowna czestosci drgan
wilasnych ukladu

f=f; o=o,,

to powstaje znaczny wzrost amplitudy drgan. Zjawisko to nazywa sie rezonansem i dlatego
czesto$¢ drgan wlasnych jest tez nazywana czesto$cia rezonansows. 1



Drgania -s.16

mogq sie odbywaé w przypadku braku lub przy istnieniu
oporow, a w konsekwencji
Zespol oporow pochodzacych od tarcia wewnetrznego odksztalcanego wigzania
sprezystego, od tarcia oSrodka, w ktorym uklad drga lub od specjalnie wytwarzanych
dodatkowych sit oporu nazywa sie tltumieniem. Dlatego rozréznia sie:
» drgania bez ttumienia lub niethumione, niegasnace; (w zasadzie przypadek teoretyczny)
» drgania z thumieniem lub ttumione, gasnace.
Drgania niettumione swobodne zachowuja stala amplitude drgan, sa niegasnace. Natomiast
w drganiach thumionych, wskutek strat (rozpraszania) energii ukladu drgajacego,
amplituda maleje z kazdym nastepnym cyklem drgan, czyli sa to drgania gasnace.
— zachodza tylko w ukladach niestacjonarnych i sa wynikiem
zmian w czasie parametrow ukladu.
— pojawiaja sie w ukladach niezachowawczych. Doplyw energii do
ukladu drgajacego jest regulowany poprzez drgania i pochodzi od ukladu niedrgajacego.

AWAWARN VYT
JRVAVE IR 16




Drgania -s.17

Masa zamocowana sprezyscie moze drgaé przemieszczajac sie w kierunku lub kierunkach
odpowiadajacych stopniom swobody. Dotyczy to réwniez kazdej masy wchodzacej w sklad
ukladu masowego, w ktorym masy sa polaczone miedzy soba wiezami sprezystymi. Stad
liczba stopni swobody ukladu jest zalezna od liczby mas wystepujacych w ukladzie oraz od
liczby stopni swobody poszczegélnych mas. Dlatego rozréznia sie:

% drgania ukladow o jednym stopniu swobody,

% drgania ukladow o wielu stopniach swobody.

Ze wzgledu na kierunek przemieszczenia si¢ mas w stosunku do wymiaréw gléwnych
konstrukcji czy elementéw konstrukcji rozréznia sie:

» drgania wzdluzne lub podluzne,

» drgania poprzeczne (gietne),

» drgania obrotowe (skretne).

Drgania sa opisywane za pomoca réwnan rézniczkowych. W zaleznosci od charakteru
rownania rozniczkowego drgan rozroznia si¢ na:

*drgania liniowe,

* drgania nieliniowe.

17



Drgania wlasne -s.18

Drgania wlasne ukladow liniowych o jednym stopniu swobody niettumione i thumione.
Thumienie krytyczne. Logarytmiczny dekrement tlumienia. Czestos¢ drgan wlasnych.

Generalnie rozréznia si¢ dwa podstawowe rodzaje uktadow o jednym stopniu swobody.

Cialo 0 masie /1 jest podparte na bezmasowej sprezynie 0 stalej zwanej wspoélczynnikiem sztywnosci
ukladu.

k=G*d*/(8D%n); k=3E1/I2

G —modul sprezystosci materialu, D — Srednica sprezyny, d — Srednica drutu, n — liczba zwojow
18



Drgania wiasne - s.19

Uklad znajduje sie w polu graWItacyjnym a wiec jego polozenie rownowagi jest okreslone
przez wielkos¢

ys=mg/k

Wychylenie z polozenia rownowagi spowoduje pojawienie si
rownowazona przez sil¢ bezwladnosci P,..

sity oporu k-y ktora jest

Po zrzutowaniu wektorow sil na o$ pionowa otrzymujemy réwn
—mimg —k(Ys; +y) =0 dy . dy
J dt? dt
Mgz ky =0
M- C- ¥+ K-y =P, sin(wt) m- & c- ¥+ k- X =P, sin(mt)

m-gaK-y=0
m-§&+Cc- e+ K-y=0

m- ¥ K-y =P sin(of)

M- ¥&a-C- et K-y = P, sin(mt)

% drgania swobodne niettumione -

% drgania swobodne tlumione —

% drgania wymuszone niettumione —

b 4 Uy

% drgania wymuszone ttumione  —



Drgania wiasne - s.20

&(Dﬁyzo; Wn = a

Rownanie rozniczkowe liniowe drugiego rzedu ma rozwigazanie ogélne w postaci:

y:e” przy rownaniu charakterystycznym r2+con2:O
stad otrzymujemy rozwiazania szczegolne:
elcont n e—lwnt elcont . e—loont

Y1 = > =cos(opt); Yo = : =sin(wpt)

Rozwiazanie ogo6lne przyjmie postac:
y =Acos(e, t) + B sin(e, t)
gdzie: A, B — stale calkowania wyznaczane sa z warunkow poczatkowych
Y = ¥a C08(w, t=B); Y = Y, sin(w, t+B); y,=(A* + B9)?°, tg(B)=B/A
y, —amplituda drgan;  — kat przesuniecia fazowego.

T=27n/», 20



Drgania wiasne - s.21

Dla warunkéw poczatkowych postaci:
Y(t)=Yo  Y(to)=Yo

2
Ya = y§+[ﬁJ ; B=arctg( % j

W, ™Yo

Powyzszy 0pis jest opisem ruchu harmonicznego.

A

Y =Ya Sin(opt+p)
| y = Asin(m,t)

<

y = Bcos(w,t)

A
B
{ >// JU[s]

ot [rad]
Th
1 |k, m 275 1 okres dreafi wi h
fnzz_ al T, =2n,/—;  ©zgstos¢ i okres drgan wiasnyc
T \m K

21



Drgania wiasne - s.22

Drgania obrotowe (skretne)

e -
8

moment pozycyjnych sit sprezystych:

ki =M
k.=M/o=Gl/I

Przyjmujac warunki poczatkowe dla t=0: ¢ = @,; ¢ = @,;
: 2
B&-k.0p=0; &oa,0=0

o, = /ﬁ, czestos¢ kotowa drgan wtasnych; B - masowy moment bezwtadnosci
B

@ =, Cos(ayt) +‘5%n sin,t) = @, cos(a,t —P)

(Da:\/¢§+(%)2; B =arctg L : T=§—:=2n\/k:55:27c /GLIIO 22

AUp - Qg




Drgania wiasne - s.23

W ukladach rzeczywistych drgajacych wystepuja opory ruchu, ktére powoduja
zanikanie drgan. Czesto sily thumiace moga by¢ przyblizone sila proporcjonalng
do predkosci. |

m: yl m

| | schemat ilustrujacy
y ‘ | | rownowage sil podczas ruchu
| | rostoliniowego z
model ukladu K | L - K | L C pro S
. ; L‘—‘ ; L‘—‘ tlumieniem wiskotycznym
drgajacego : I

LA ) ] '\‘.-.'."_ LA ) ]
[c o T ] [t N L

iR RS
m-§&Cc- e+ K-y =0 réwnanie drgan

przy dalszych przeksztalceniach otrzymujemy:
&I— 2h - 3&+ (D% -y = 0; h=c/2m h- jednostkowy wsp. tltumienia

Rownanie rozniczkowe jednorodne drugiego rz¢du ma rozwigzanie ogolne w postaci:

y:e"“- przy rownaniu charakterystycznym postaci r>+2hr+m.?=0 otrzymujemy:

23
A=,/ on —h? 2 =-1



Drgania wiasne - s.24

Rozwiazanie ogo6lne bedzie postaci:

ft ot
y:Ae + € +Be .
2 2l

co prowadzi do rozwiazania w formie:
y =e "[Acos(it) + Bsin(At)| y =y, cos(it—P)

—ht 2 2. B
Ya =€ \/A +B°; tg(B)_A
gdzie: A, B — stale calkowania wyznaczane z warunkow poczatkowych
Warunki poczatkowe: y(t))=Y, Y(t,)=Y,, stad otrzymujemy stale:

B:%_I_hyO
A

A=Yo;

Okres drgan swobodnych ttumionych:

Tt —

2n_ on lezx:\/mﬁ_m
A Jo2—h? T, 2= 2m

24



Drgania witasne - s.25

Przebieg drgan ttumionych ukladu liniowego o jednym stopniu swobody

A

Logarytmiczny dekrement tlumienia jest to logarytm naturalny stosunku
bezwzglednych kolejnych wartosci maksymalnych wychylen — jest wielkos$cia stala

‘yn‘ —In ‘y( ] _ 271C

‘yn+1‘_ y(t, +T) w/ckr c’ \/4k m—c?

Wskaznik ten shluzy do oceny thumienia drgan — jest wielkoscia stala

o=1In

25



Drgania witasne - s.26

W zalezno$ci od wzajemnej relacji dwéch parametréow h 1 @, ruch analizowanego ukladu
jest rézny.

- . h? 2 . . - A :
Jesli  h<o,; < Oy to réwnanie charakterystyczne ma dwa roézne pierwiastki
nierzeczywiste i ruch jest ruchem drgajacym.

Jesli h>o,; h? > ooﬁ to rownanie charakterystyczne ma dwa roézne pierwiastki rzeczywiste

I ruch nie jest ruchem drgajacym.
Thumienie w przypadku h>w, nazywa sie nadkrytycznym.

y(t) =Ae +Be®: s, <0; s, <0

Jesli h=, méwimy 0 thumieniu krytycznym.
Woéwczas mamy rozwiazanie ogélne w postaci:

y(t) = e_ht [C]_ + Czt] C]_,Cz — stale

Ckr:2'hkr’m:2’\/k'm

26



Drgania wymuszomne - s.27

Drgania wymuszone ukladow liniowych o jednym stopniu swobody niettumione i ttumione.
Proces ustalania si¢ drgan. Charakterystyki amplitudowe i fazowe. Pojecie rezonansu.

Rozpatrzymy uklady o0 jednym stopniu swobody wykonujace drgania wymuszone
harmoniczne bez tlumienia.

WA BN
ASRl LS. & S e
Sy s .
- A A8

[
y

m l B=—m-y

P.cos(mt)

l P.cos(wt)

Cialo 0 masie /11 jest podparte na bezmasowej sprezynie 0 wspélczynniku sztywnosci . Do masy
przylozona jest sila wymuszajaca.

Réwnanie ruchu ma postaé:

m- & K-y = P, cos(mt)

: . : . 27
gdzie: P, —amplituda harmonicznej sity wymuszajacej.



Drgania wyrmuszone - $.28

Po przeksztalceniach otrzymujemy:

K P,

> x 2 _ B
&+ -y = g, cos(wt) () op =, Gy=-2

Rozwigzanie ogélne rownania rozniczkowego niejednorodnego jest suma rozwiazania
ogolnego rownania jednorodnego przedstawionego w Wykladzie 2 1 rozwiazania
szczegolnego rownania niejednorodnego.

Poniewaz W rzeczywistym ukladzie drgania wlasne zanikaja wskutek istniejacego w ukladzie
rzeczywistym tlumienia to warunkach rzeczywistych, po pewnym czasie, obserwuje sie
drgania harmoniczne o czestosci sity wymuszajace;j.

Bedziemy szuka¢ rozwiazania 0 postaci: y=y, cos(ot)

Po podstawieniu tego rownania do rownania (*) otrzymujemy:

(a)r? - a)Z )ya =0,

28
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y.=P,/K - odksztalcenia sprezyste sprezyny wywolane dzialaniem sily P.

Definiujac wspoélczynnik zwiekszajacy drgania jako y./y mozemy narysowaé wykres na
podstawie zaleznoSci:

1
V= ya‘ =
Yst| 1— (ﬂ)z
M
A : 4 :
v i B i
| |
i i
i i
i i
i i
i i
i i
1 ! T -
i i
i i
i i
0 1' > w/o, 0 1' > oo,

Wykres ma dwie asymptoty — prosta pionowa przechodzaca przez punkt ®/®m,=1 oraz prosta
pozioma pokrywajaca sie z osig odcietych. 29
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Dla w=wm, amplituda drgan ro$nie do nieskonczonosci co jest bardzo niebezpiecznym
zjawiskiem. Mowimy woéwczas 0 zjawisku rezonansu, a czesto$¢ wymuszenia ® réwna
czestosci drgan wlasnych nazywamy czestoscia rezonansowa.

Nalezy tak projektowaé urzadzenia mechaniczne, aby o/®,<<1 lub o/w,>>1, gdy zalezy
nam na minimalizacji drgan.
Po przejsciu przez rezonans faza zmienia si¢ 0 wartos$¢ .

% Drgania wymuszone kinematycznie — ruchy elementéow maszyn lub wurzadzen
pomiarowych sg wzbudzane przez element sprezysty, ktérego koniec poruszajac sie
oddzialuje na mase¢ ukladu drgajacego.

1Y = bcos(ot) Roéwnanie ruchu ma posta¢:
= n ey K-y,
yI o\ uwzgledniajac, ze  y,=bcos(ot) otrzymujemy:

2
¥ oy =, Cos(mt)
wykres rezonansowy z zaleznoSci gdzie:

) :1—(1“’)2 m”:J%; 6= 50

b ),

V =
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¢ Drgania wymuszone silg odSrodkowa

Pionowe drgania silnika wymuszane sa sila odsrodkowa P(t), ktéora zrzutowana na os$
pionowa Wynosi.

P(t) = m, uo” cos(at) m,, — masa wirnika
whl

M- & k-y=m uw’ cos(at)

M — masa catego silnika, o — cz¢stos¢ obrotow wirnika, k — wspotczynnik sztywnosci podparcia

k m.. - LL- 2
it % -y =0, cos(wt) o, = L Ga= WI\;L(D
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Zakladajac rozwigzanie W postaci rownania y=y, cos(ot) otrzymujemy:

myu
m ,ua)2 W o
™ - M-y, o
Ya= 5 5= 2 VY In 1 (o]
o, — 1-— 2 wht @y
n
wspolczynnik zwi¢kszajacy drgania
M . ya A
m,, u

0 | > o/lo,

32
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#Rozpatrzymy teraz ogolny model ukladu o jednym stopniu swobody tj. drgania
wymuszone sila harmoniczng o0 stalej amplitudzie ukladu z ttumieniem wiskotycznym.

|
e
h - . et
b i)
Lia® | beo ol cuW

=0 .

P(t)=P, cos(wt)

Rownanie drgan ma postac:

M- §&-C- et K-y = P, cos(mt)

&t 2h - e+ 07 -y = g, cos(ot)

gdzie:
2 C. 2 K . I
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Rozwigzanie ogolne jest sumg rozwigzania ogolnego rownania jednorodnego oraz
rozwigzania szczegolnego rownania niejednorodnego.

Ze wizgledu na to, ze drgania swobodne po pewnym czasie si¢ wytlumiaja
rozpatrywane bedzie tylko rozwiazanie szczegélne ktore przyjmiemy w postaci:

y = Acos(mt) + Bsin(mt)

Po dwukrotnym zroé6zniczkowaniu a nastepnie podstawieniu do roéwnania
réozniczkowego | przyréwnaniu wyrazen stojacych przy czlonach sin(ot) i cos(wt)
otrzymujemy:

(a)f —a)Z)A+ 2haoB =q,
—Zha)A+(a)§ —a)Z)B =0

Z tego ukladu réwnan wyznaczamy niewiadome A i B:

F
= e =R Iy
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Przyjmujac rozwiazanie w postaci:

mamy: y =Y, cos(wt—f3)

—JA?1+B? = qa

- wn)2]2+4wn (=)

2-h o
B = arctg —n—0;
1-(o f
i
Po wprowadzeniu wielko$ci Yy =0./®,> wspolczynnik zwiekszajacy drgania v
WYNOSI: 1
VvV = h —
Yst

[P e o] ;
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Wspolezynnik v wyraza stosunek najwiekszego wychylenia (amplituda a) do wychylenia
statycznego. Wykres zaleznosci v(o/m,) nazywamy wykresem rezonansowym dla ukladu o
jednym stopniu swobody z tlumieniem wiskotycznym. Przedstawia on bezwymiarowe
amplitudy drgan przy réwnych stosunkach w/w, dla kolejnych statych wartosci h/o, .

V a —=0,0

5

®/m,

v

36
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Z wykresu widaé, ze amplituda drgan jest wrazliwa na thumienie w zakresie 0,5<w/®,<1,4,
a szczegollnie wrazliwa o/o ~1.

Po przekroczeniu tego zakresu amplituda gwaltownie spada i przy @—oo dazy do zera.

W przeciwienstwie do wykresu rezonansowego bez ttumienia maksimum amplitudy drgan
jest nieznacznie przesuniete W lewo poniewaz wystepuje ono dla wartosci:

2
e
Wn Wn

Dla bardzo duzego tlumienia h/®,>0,707 wymienione maksimum nie istnieje i amplituda
drgan wymuszonych maleje monotonicznie.

Kat B jest miarg opo6znienia fazy drgan wzgledem fazy sily wymuszajacej 1 jest nazwany
katem opdznienia fazy drgan.

Jak wida¢ przy zblizaniu si¢ do rezonansu ow=w, op6znienie W fazie gwaltownie ros$nie, 1 to
tym gwaltowniej, Im mniejsze jest thumienie. Dla o/®,<<1 oraz o/m,>>1 zmiany kata 3 sa o
wiele mniej wrazliwe na zmiane thumienia I odpowiednio warto$ci kata opoéznienia fazy

drgan sa albo bliskie zeru, albo 180°. -
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o/o,

B A
7T —
p—
\/,4_/
h \ h
—=D5 \(0_21
/2 .
0,125
0 1 2 2

38
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# Drgania wymuszone kinematycznie

I Yy, = bcos(wt)
| B

' gﬂﬂ

| ]

Rownania drgan dla tego przypadku maja postac:

M- C- e K-y = K-y, +C- %

gdzie y, jest przemieszczeniem punktu B o amplitudzie b i czestosci ®, a po
przeksztalceniu otrzymujemy:

& 2h - K- -y = p, sin(at) + g, - cos(awt)

thg; a)Z:h; pa:_c-a)-b 0. K-b

m " m m m
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Rozwiazanie powyzszego liniowego rownania roézniczkowego wykonamy zasada
superpozycji, tzn. jako sume rozwiazan wyznaczonych dla kazdego z wymuszen osobno:

&+2h- §+ @, -y, =g, - cos(ct)
®+2h- & +a -y, = p,sin(at + %)
Rozwigzania rOwnan maja postac:

Y1="Ya, Sin[(oot +7) —Bll Y2 = Ya, Sin[(ot) - B, ]

gdzie:

_ P
\/[oon ]+ 4h°e Yo~ \/[o)ﬁ —0)2a]+ 4h°@°?

2ho
ﬂl :ﬂZ — arCtg 2 2 1

w, — @ 40
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Przyjmujemy rozwiazanie w postaci: y:yasin(cot-[fs) gdzie:

y
Va=\Y2 +Y2:  B=Pyty=pytarctg2

a
oy, HARFEFT 3

i

0 (e FF el Pl ¥
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Zasadnicza roznica pomiedzy tym wykresem a wykresem rezonansowym weczesniej
przedstawionym polega na tym, ze wszystkie krzywe rezonansowe przecinaja sie dla
o/m,=2% wtym samym punkcie.

% Drgania wymuszone silg odsrodkowa

Dodatkowo przyjmujemy, ze miedzy silnikiem
a podlozem znajduje si¢ tlumik 0 thumieniu
wiskotycznym c.

Roéwnanie ruchu ma postac:

M- & c - et K - y = m,, p® cos(wt)

| — niewywazenie Silnika

&t 2h - et @7 - Y = g, CoS(t)

2

C K m,, -L-®
M " \M da M

42
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o’
_ mWM@Z 00%
Ya = M 5
®2 h? o
I-—= | +t455
®n ®Wp On Ya
m o]
k
Cechg charakterystyczng tego wykresu, 6
rézniaca go od dwéch poprzednich jest to, ze
dla @> mamy Yy, =m,uoy, /K co 5
odpowiada ugieciu statycznemu ukladu.
4
3
2
1
0
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Drgania wymuszone zlozonymi wymuszeniami. Wymuszenia Kinematyczne.
Rezonans statyczny i dynamiczny.

Sztywnos¢ zastepcza.

W wielu zagadnieniach zlozona odksztalcalno§¢ ukladu mechanicznego moze by¢ przedstawiona za
pomoca prostego elementu sprezystego, ktorego sztywnos¢ musi byé tak okreslona, by zachodzila
réwnowazno$¢ miedzy obu ukladami: rzeczywistym i zastepczym.

Zastosowanie powyzszych rozwigzan jest szczegoélnie celowe, gdy w ukladzie wystepuje Kilka
polaczonych elementow sprezystych lub gdy element bardziej ztozony moze by¢ zastapiony prostszym.

Sposrod mozliwych rodzajéow mozna wydzieli¢ dwa podstawowe:

1. Uklad szeregowy Y1tYo=Y
Dla uktadu zastepczego
Sita w sprezystosci Pw dwéch sprezynach  P=K,y,= K,y,; y=P/k gy
NS MRS
T Pk
k 111 ~ X2y
il _ = ‘
1 kl k2 kZ i
Y1
K,
stad w y m
yitys = k =212 o 44

— i ‘kgk, o



2. Uklad rownolegly

~

e et

______________
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Y1=Y2=Y
P=Kkiy; +Kyy, =K,y

K, =Ky + K,

o

NG 38, ¢ Tl 0
H - . ‘J -'
7 AL A 7 B

______________
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Thamienie i thumienie zastepcze

W praktyce wyrozniamy 4 rodzaje thumienia:
1. Thumienie tarciem wewnetrznym.

2.Tarcie cial stalych.

3. Thumienie hydrodynamiczne.

4. Thumienie wiskotyczne.

Thumienie tarciem wewnetrznym jest zwiazane z rozpraszaniem energii ukladu drgajacego
wskutek histerezy sprezystej elementow sprezystych.

Na kazdy cykl drgan zostaje rozproszona energia w odniesieniu do jednostki objetosci
H=c¢

Sily tlumiace sa proporcjonalne do naprezenia a wiec | do odksztalcenia. Zaleza wiec od
przemieszczeniay, (xX) ukladu.

A (e)

(3]

©

bi 46
Y

m
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. W tym przypadku sily oporu nie zalezg praktycznie ani od
przemieszczenia ani (w przyblizeniu) od predkosci i sa stale co do wartosci i zawsze majq
przeciwny zwrot do kierunku predkosci.

T=xT,=const

. Opor hydrodynamiczny jest proporcjonalny do kwadratu
predkosci:
T:B'S/Z

. Opor jest proporcjonalny do predkosci
T=—Cy

Tlumienie zastepcze.
Jeden rodzaj tlumienia jest rownowazny drugiemu jesli ilo§¢ energii rozproszonej w czasie
jednego cyklu drgan jest w obu przypadkach jednakowa. Przebieg drgan bedzie w kazdym
cyklu inny, ale ich zanikanie bedzie nastepowaé¢ w tym samym tempie. Z uwagi na prostote
rozwigzania zawsze zastepuje sie inne rodzaje thumienia - thumieniem wiskotycznym.

W celu wyznaczenia wartoS$ci ¢, - wspolczynnika tlumienia zastepczego — wiskotycznego —
wyznacza sie ilos¢ energii rozproszonej w czasie jednego cyklu drgan ukladu.

Ogolnie bedzie:

E = [Ty, Wdy = [Ty, Wk o
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Zakladajac drgania harmoniczne y=y cos(ot), y=—y msin(ot) bedzie:
2n

E = [T(y. By, wsin(ot)dt
0

Dla tlumienia wiskotycznego T=-cy=cy wsin(ot) bedzie wiec:
21

E =cyio® | sin®(ot)dt = ncyso
0

W przypadku tlumienia tarciem wewnetrznym E=H
H
C, =

ny oo

W przypadku tlumienia tarciem $lizgowym cial stalych jest T=+T,
12n

4 4T,
0

Y o ®

48
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W przypadku ttumienia hydrodynamicznego jest: T=p-y?

12n

4 ®
E=4 | Bysw’sin®(ot)dt
0

_ﬁyo(JD = nczyo

stad

49
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Drgania zlozone

Zasada superpozycji: wychylenie jest suma wychylen wywolanych przez poszczegolne
czynniki osobno. Zasada wynika z liniowosci zwigzku miedzy wychyleniem a sila.
Superpozycja sil wymuszajacych

et 2h - et 4 -y = P, cos(ot +By) + g, cos(wt +B5)
By # B>

Gdy 0.=0=y;; pP~0=Y,

Y=Y1tYs Zasada superpozycji

Ya
ya2 /

P

'\ Bl Yal
Y1 Y

50

v

A
\ 4
A
v
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Jezeli sily wymuszajace sa koherentne (spojne, ta sama czesto$§é wymuszenia, stala w czasie
réznica faz) to

Ve =Y+ Yer +2Y.4 Y., COS(B, — )

2 2
Dla p,=q,=> Ya =2Ya1 [1+ cos(B, — Bl)]
Jezeli sily wymuszajace nie sa koherentne

- superpozycja konstruktywna

Ya > Ya1:Ya2
- superpozycja destruktywna
Va <YariVas D -
- calkowicie destruktywna
By —PBy ==m
_ - calkowicie konstruktywna
Bo =P

51
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Superpozycja dwu drgan harmonicznych prostych:
1. Ten sam Kierunek, ta sama czestosc.

Y1 = YaiCos(ot +B4) ; Y,= Y ,cos8(ot + B,)
Wychylenie wypadkowe:
Y=Y, +Y, Y = Y1a COS(at + 3, )+ ¥, COS(ck + f3,)

Wychylenie w ruchu harmonicznym jako skladowa y-owa wirujacego wektora OP ’.

Wektor OP’, bedacy suma O_P1 i
OP, ma stala dlugos$¢ i wiruje
wokol O z predkoscig katowa o

y = Y, cos(at + f3)

v

\ 4

A A A

»
»

t ﬂ_ yalSin ﬂ1+ya2 Sin 182
_ (2 2 2 S 1/2 g9p =
ya (yal + ya2 + yalya2 COS ) yal COS ﬂl + ya2 COS BZ
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B
2 142
Pl’
O \ t
2
’ 1+
7t/2 Pl, "[
ot+f, >
> 1
2
53
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v

Dla
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2. Ten sam kierunek, rézne czestosé.

Y1 = Ya1C08(t +B;) ; Vo= Y,oC08(w,t + B,)

Wychylenie wypadkowe:
Y=Y tY,

Wychylenie nie jest prostym ruchem harmonicznym. A
Wektor OP’ ma zmienng

dlugos¢ i nie obraca si¢ ze stalg

predkoscia katowa .
Amplituda
2 2 1/2
Ya = [yal + Yoo 2ya1ya2 COS(C()l —w, )t]
Oscyluje pomigdzy Ya=Ya1tYa2 - dla (0)1'0)2)15:
A ot Ya1 =20m aY,=lya Vel - dla (@ro,)t= 2nn+ 7
Amplituda jest zmodulowana z czestoscia: w, — o,
T

55
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Drgania ztozone

dudnienie z czestosci

ia (0, - ®,) maleje gdy 0,— o,
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Zasada superpozycji obowigzuje takze dla liczby drgan >2. Szczegélny
przypadek - dodawanie drgan o tym samym Kierunku I 0 czestosciach: ®
(podstawowa lub pierwsza harmoniczna), 2 (druga harmoniczna), 3o , 4o ,
itd., tzn. o okresach T; T/2; T/3; T/4; itd. Drgania wypadkowe, pochodzace ze
zlozenia takich drgan z dowolnymi amplitudami i fazami poczatkowymi =
drgania o okresie T , ale nieharmoniczne.

Twierdzenie Fouriera: Niesinusoidalna funkcje periodyczng o czestosci ®
mozna wyrazi¢ jako sume algebraiczng statej oraz funkcji sinusoidalnych o
czestosciach o , 20 , 3w itd. dobierajac odpowiednio ich liczbe, amplitudy i fazy.

X = Xp+ Xysin(ot + 0;) + X,sin (2ot + 6,)+ Xssin Bot + 05)+ ... ;
X = Xo+ Agsin(mt) + Asin (2ot)+ Agsin Bot)+ ...+ Bcos(mt) + B,cos (2mt)+ +B,Cos
(Bot)+...

Ruchu nieperiodycznego nie da sie przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera dla
nieciaglego rozkladu czestosci o, 2m, 30 itd. Moze by¢ on roziozony na
nieskonczona liczbe ruchéw harmonicznych o sasiednich czestosciach
nieskonczenie bliskich i amplitudach nieskonczenie matych. 58
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Amplitude

; exp(-t)*cos(50t)

AAAAAAAA

| VUﬂUVVVVvVVVWV””

e cos(50t)

vvvvvvvvv

exp(-5t)*cos(50t)

T T T ! T
8 10 12
Frequency (Hz)
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3. Kierunki prostopadle

~
TV U’
>
>
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a) v,;=v, = X =Acos(wt), y = B cos(mt + J)
Niech 6 =0 3
y = B COS[C()t] = VY= (jx - Réwnanie prostej PQ
A

Przesuniecie wzdluz PQ wynosi

r = (x2 + yz)ll2 — (A2 + 52)1/2 COS(a)t)

- Ruch harmoniczny prosty o amplitudzie (A2+B2)1/2

B
y = —B COS[CO'[] —> Y= —(ij - Réwnanie prostej RS

Zlozenie dwu prostopadlych drgan harmonicznych prostych o tej samej czestosci gdy 6= 0
lub  daje w wyniku drgania spolaryzowane (,,uporzadkowane*) liniowo.

Niech 6 = t/2
2 2

x>y
PO

- Rownanice elipsy o potosiach A1 B -



Drgania ziozone - $.62

Dla™ = 3x/2 lub (—n/2) ta sama elipsa, ale kierunek obiegu przeciwny.
Zlozenie dwu prostopadlych drgan harmonicznych o tej samej
czestosci gdy 6 = + w/2 daje w wyniku drgania spolaryzowane eliptycznie. Osie elipsy sa
réwnolegle do kierunkow drgan.
Dla A=B elipsa przechodzi w okrag - polaryzacja kolowa.

Dla é dowolnego — drgania eliptyczne, osie elipsy obrécone wzgledem X, Y.

//r

N

o

.

N

§=90°

§=120°

ol

6=150°

<]
\

f

\

/

-\

§=180°

N

N
)

\.

/

§=240°

§=270°

7

N

@

§=300°

L

§=330°

& = 360° 62
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b) v, #v,

W ogélnym przypadku dla drgan prostopadlych o dowolnych czestosciach i amplitudach
X = A; cos(o,t), y=A, cos(ow,t+0)

Uzyskujemy krzywe Lissajous, 0 ksztalcie zaleznym od o,/®,; 8;A,/A,

7z
SR

e Ry Iy

2 " !

Fig. 3-26. — Construc-
tion par points dela
courbe 1 = X sinuwl,
y =Y sin2wl.

Fig. 3-21. — Composl-
tion de deux vibra-
Lions sinusoidales de
niéme période rec-
tangulaires, cas gé-
néral.

Construction psr

oints de D'ellipse de
ISSAJOUS.
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v = A, cos(w,t + )
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Figury Lissajous

WyiWy= 1:1 1:2 1:3 2:3
p=0 /
9=7 /
x f
w'z .

65
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Wibroizolacja - s.e7

Wibroizolacja — pojecia podstawowe. Wibroizolacja przy wymuszeniu harmonicznym
skokowym i udarowym. Charakterystyki wibroizolacyjne podpor i zamocowan.

Kazda maszyna i urzadzenie jest zrédlem drgan wynikajacych z sil dynamicznych
dzialajacych impulsowo (uderzenia) lub okresowo zmiennie (bedacych skutkiem
niewywazenia wirujacych elementow).

Drgania te przenosza sie¢ na budynki i ich otoczenie. Zbyt duze drgania moga stanowic
zagrozenie dla elementow konstrukcyjnych budowli, moga wplywaé niekorzystnie na prace
innych  urzadzen, moga by¢ réwniez szkodliwe dla  zdrowia ludazi.
Zmniejszenie tego szkodliwego oddzialywania moze si¢ odbywa¢ dwiema metodami:

1. Ustawienie urzadzenia na fundamencie, przy czym skutecznos¢ tego rozwigzania rosnie
wraz ze wzrostem masy fundamentu.

2. Ustawienie urzadzenia na wibroizolatorach.

Ustawienie urzadzenia na odpowiednio duzym fundamencie jest z reguly rozwigzaniem
znacznie drozszym, a ewentualna zmiana jego lokalizacji pociaga za soba koniecznos$¢
wykonania kolejnego fundamentu. Przy ustawieniu urzadzenia na stropie, zastosowanie
ciezkiego fundamentu bywa z reguly niemozliwe.

Zadaniem wibroizolatorow, ktore sg elastycznym elementem posrednim pomiedzy
urzadzeniem a podlozem, jest znaczne zmniejszenie sil dynamicznych przenoszonych na
podloze. 67
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Wibroizolacja moze by¢:

» czynna - izolujaca zrédla drgan od fundamentéw, zabezpieczajaca przed
przechodzeniem drgan na otoczenie, Scislej biorac — zmniejszajaca oddzialywanie zrédia
drgan na fundamenty i otoczenie, gdyz nie udaje sie ich w pelni odizolowag.

» bierna — izolujaca od drgajacego otoczenia (fundamentéw, kadluba) osadzone: na dnie
okretu, na miedzypokladach, na grodziach i na $cianach nadbudéwek urzadzenia |
aparaty, dla ktérych drgania sa niepozadane, a nawet szkodliwe,

izolacja czynna

\ izolacja bierna
‘ AR =}

=2

oJ[o Jio jio
| P=Psin(wt Polaczenie silnika z fundamentem ma teoretycznie nieskonczenie wielka
! i sztywnos$¢ (k—). Jezeli silnik jest osadzony sztywno na fundamencie to
| cala sila wymuszajaca przechodzi na fundament jako sita nacisku N=P.
Nl " Nastepnie rozchodzi sie¢ po calym okrecie (konstrukcji) dzieki
68
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fundament sprezystosci materiahu.
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W celu zmniejszenia oddzialywania na fundament sily wymuszajacej stosuje sie osadzenie
silnika za posrednictwem podkladek sprezystych. Sa to zazwyczaj sprezyny albo specjalnie
skonstruowane amortyzatory sprezynowe lub gumowe, lub tez proste podkladki gumowe,
klocki drewniane, korkowe o rozmiarach i sztywnosci dobranej odpowiednio do masy
amortyzowanego urzadzenia oraz czestosci drgan.

| P=P,sin(ot)
k=k.=>k. ——— x=x,sin(wt)
v i | 41 a Xst l — (£)2 Pa
!‘ ®n
i S -‘.4)-":}. by '_‘] . , 2 1 1
e S— | vy — dynamiczny wspotczynnik przenoszenia sily,
4 : N, — sita przenoszona na fundament,
\%
: P, — amplituda sity wymuszajacej.
|
|
i N 1
: VN = a _ <1
: P 1-(of
| O)n
|
|
|
|
|

> 0/, Wn (Wp

skuteczna izolacja
, (ﬂ)z —1>1 czyli (&)z > 2
3

0 p——
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Aby izolacja przeciwdrganiowa byla skuteczna vy<1 musi by¢: (&J >V2= o, = J% < %
(Dn 2

SztywnoS$¢ podkladek sprezystych (amortyzatorow) musi spelnia¢ warunek:
k < % Mw?
Omowiony przypadek nie uwzglednia thumienia.

Wibroizolacja przy wymuszeniu harmonicznym
L= et 2h - ’et- @7 - X = g, COS(wt)

m 1 x=x,sin(ot)

C K P
e m m -
fundament

Sila przenoszona na fundament: F(t) =K-X+cC- & X=X, sin(ot—f)
F(t) = k- X, sin(ot —B) + ¢ X,;ocos(ot — )

F(t) :Xa\/k2 +Cw? -sin(ot +y —P); tgw:CT(”

2ho
qa . th — > ; -

X, = ,
\/(ooﬁ—ooz)2+4h2m2 On—@




Wibroizolacja - s.71

\/k2 + %o’

F(t) =0, sin(ot+y —B);
\/( 2 2)2 2 2
o, -0 ] +4h“®
Maksymalna wartosé sily F(t) jest rowna:
\/k2+02(02 Pa\/cofﬂ1 +4h%e? _
Frax = a = ,
\/(coﬁ—ooz)2+4h2m2 \/(wﬁ—m2)2+4h2m2
P, 1+ 522 2h ®
\/(1—y2)2 +8%y2 “n “n
2 2
P <1 \/1+8 i <l = y>ﬁ

2 \/(1—y2)2 +8°y°
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Fmay
'Iﬂa rmi
: 0=0,1
3 :
'1 b
in Aby sila dzialajaca na fundament byla mozliwie
3 ’/ﬂ\ mala nalezy przy y=o/n,<2°° stosowa¢ male
ST | tlumienie, za$ przy y=o/o0,>2%° duze tlumienie.
PR
=1 //8:115
' s __
e p

g [
o5 1 thﬁ 2 B3 sakres skutecznej izolacji

W przypadku gdy sila wymuszajaca jest sila odSrodkowa niewywazonej wirujacej masy
m,, 0 mimos$rodzie pu W postaci: P,=m, um,>

2 2 2
Fmax =m,, Lo \/

\/(1—y2)2+82y2 72
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m,rg
5 8:01 &1 5+
— / / o
d 5.0 / / 505"
5 sTom 7 4 g A Sila dzialajaca na fundament jest mniejsza
, —A/ / _ 01 od sily wymuszajacej tylko dla malych y. Ze
T gﬂ?;f" wzrostem vy jest zawsze wieksza od sily

== — powoduje _natychmiastowy wzrost  sily
| przenoszonej na fundament.

5- 1023
2 1z =" =15 —| Wwymuszajacej. Wzrost parametru §
|

5 10 5 20 25 30 5 © 15 0!

W przypadku gdy uklad mechaniczny jest wibroizolowany od drgan fundamentu

wspolczynnikiem wibroizolacji nazywamy stosunek przyspieszenia ukladu do
przyspieszenia fundamentu.

Ix(t)

m-&ac- (& F+k-(x—£)=0; &=E, cos(wmt);

| = X = X, COS(ot —B);
WL 73
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J(k? + c20?)

a = Ga :
. \/(k ma))2+ca)

vy = o _Xa _ \/(k2 "‘CZ(OZ)
W

Sile przenoszona na fundament dla ukladu pokazanego na rysunku wyznaczymy podobnie
jak dla ukladéw wcze$niejszych.

M- C - = P, sin(wt)

| P=P,sin(ot)

G

—Ixzxasin(cot) X = — F)a sin(oot + B)’ th — L
Mo

oo\/(mz(,o2 +02)

F(t) = 0= —

C-F cos(wt +P);

\/(mzoaz +02) 74
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Frax _ C _ 1 _
Py \/(mzco2+cz) \/1+(%)2 ’

a) b)

froax fmax |
A A
C = consl & = const
f( L
W e

Sila dzialajaca na fundament przy stalym tlumieniu maleje ze wzrostem czestosci drgan,
natomiast przy stalej czestosci drgan sila ta ro$nie wraz ze wzrostem wspolczynnika
tlumienia.

75
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Wibroizolacja przy wymuszeniu skokowym

Wyznaczymy teraz sile przenoszona na fundament dla ukladu mechanicznego, pokazanego
na rysunku, jezeli sila dzialajaca na ten uklad zmienia sie skokowo.

¢ lx 0 dla t<O0
g M k- X =P, dlat>0
P e
P > Rozwigzanie w ruchu
X =-2(1-coswyt), ©f=—  ustalonym i zerowych
K M warunkach brzegowych

F(t)=k-x=P,(1-cosm,t) Sila przenoszona na fundament

Sila przenoszona przez fundament meoze by dwukrotnie
wieksza od amplitudy sily wymuszajacej. Przypadek taki
zachodzi, gdy w wukladzie jest bardzo male tlumienie,
natomiast stala sila przylozona jest nagle w pewnej chwili.

76
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Wibroizolacja ukladéw z ogranicznikami

Dla zapewnienia niskiej czestosci drgan wlasnych wibroizolowanego ukladu nalezy
wykonaé wibroizolacje dostatecznie podatng (miekka) — pojawia sie wowezas nadmierna
ruchliwo$¢ ukladu przy dzialaniu wolno zmieniajacych sie obcigzen.

Celem ograniczenia mozliwych nadmiernych przemieszczen stosuje sie tzw. ograniczniki
(zderzaki).

\)}l ‘:.'- : -‘: .l‘)v..' :\ ".4_ A J ” ,7: T ]

A
d

1

m X\
" d
k/2
_ k/2

W takim nieliniowym ukladzie mozliwe sq drgania z udarami o ograniczniki. Takie drgania
sa bardzo niekorzystne. Celem ich eliminacji uklad wibroizolacji powinien by¢ obliczony

na podstawie teorii drgan nieliniowych. .
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Wyprowadzimy zalezno$é¢é dla wyznaczenia najmniejszego dopuszczalnego edstepu do
ogranicznikow, w przypadku gdy ograniczniki sa sztywne i usytuowane symetrycznie.
Thumienie w wibroizolatorach pominieto.

& Mz + k - X; = —ma”A cos(owt + )

X1=X—

X, = X — & — przemieszczenie ukladu wzgledem drgajacego fundamentu.

X, & = Acos(wt + B) — bezwzgledne przemieszczenie ukladu i fundamentu.

X, = C; cos(w,t) +C, sin(w, t) + >~ cos(ot +3)

1-n

C02

78
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Przyjmujac poczatek odmierzania czasu w chwili odskoku obiektu od ogranicznika
dolnego bedziemy mieé: dlat =0, x, = - d, dla t = w/w, X, = d. Ponadto nalezy uwzglednié
warunek wiazacy predkos¢ udaru (zderzenia) o ogranicznik z predkoscia odskoku od
niego:

)gi‘tzo =-R- )gi‘t:ﬂ R —wspolczynnik restytucji - stosunek szybkosci zderzenia
® -
do szybkosci odskoku

Aby nie bylo udaréw o ograniczniki musi by¢ spelniony warunek d>d, gdzie:

A gl )
dy =2 1+ (R P o g2

o ©®

032

dg
A
8 Yy

Wartos¢ wspolczynnika R bardzo silnie wpltywa na
6 \\ S~ 05 rozmiar luzu. Dlatego w  konstrukcjach
1 S a2 ogranicznikéw stosuje sie¢ materialy z duzym
2 — tlumikiem energii.

R=0

()

n 79
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Wibroizolacja przy wymuszeniu udarowym

Pod pojeciem wymuszenia udarowego bedziemy rozumieé¢ chwilowe oddzialywanie na
obiekt. Rozwazamy uklad wibroizolacji w ktérej podstawa doznaje przyspieszenia.

TX A E)

mé

=« __°|
RN

|

i

i

> T ‘._‘c"*i >
Ry A t

T

W rezultacie przyspieszenia podstawa rozpoczyna si¢ poruszaé z predkoScia v=a,rt.
Obiekt 0 masie m zwiazany jest z podstawg wibroizolatorami, ktéore powinny obnizy¢

maksymalne przyspieszenie obiektu do wartosci a;,<a,. Stosunek € = a,/a, bedziemy
nazywa¢ wspolezynnikiem wibroizolacji.

mE-k-x=k- g & - przemieszczenie podstawy

przy:  O<t<t, E&=1a,t’

przy: t>r, @z%ao[tz—(t—r)z] 80
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o

przy:  O<t<r, x:%ao{tz—zm}

przy: t>1, X = %ao{tZ . (t —’C)2 . ZI:COSQ)n (t—rz)—coswnt:l}

On

przy:  0<t<t, ®e=a,[l-coso,t]

onT

pray: t>1, ®&e=ay[cosw, (t—1)—coswpt]=2a,sin

sin oy (t-7)

Poniewaz maksymalna warto$¢ X powinna by¢é mniejsza od a, widaé, ze ®,t winno byé w
kazdej chwili mniejsze od w/2 i maksimum x ma miejsce przy t>0:

a, = @& =2a,sin—-
Wspolezynnik wibroizolacji wyznaczymy z zaleznosci:

a
£ =—=2sin (””T
dg 81
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Maksymalne przemieszczenie obiektu wzgledem podstawy:

(&= X))y = a—‘;[cos o, (t—1)—Ccosmpt] . =2 a% sin 20%;
®p O
2
(g_x)max =2 £'%" >
[2 arcsin g]
dla sin(e/2)~el2
2
a,T
(‘i_x)max = 08

Im mniejsze € (lepsza wibroizolacja) tym wiekszy skok wibroizolatora. W kazdym
przypadku takze przy €=1 ten skok nie moze by¢é mniejszy niz a, t°.

Duzy skok jest podstawowym brakiem liniowej wibroizolacji. Moezna odpowiednio
zmniejszy¢ skok wibroizolowanego obiektu, jezeli damy na poczatku obiektowi stala co
do wartosci sile P=ma,. Sila ta moze by¢ realizowana kosztem sprezystego elementu z
nieliniowa charakterystyka z suchym tarciem lub tlhumikiem hydraulicznym z
kanalikami otwieranymi przy zadanym docisku. 82



Wibroizolacja - .83

Przemieszczenie wzgledne obiektu przy rozpatrywanej optymalizacji wibroizolacji przy
t>0 wyznacza si¢ z nastepujacej zaleznosci:

(£-x)=Lag[1—e)2 — (t-7)?)

w chwili t=nt/e wartos$¢ ta osigga maksimum

(g_x)max = %aofz e
€

j wibroizolacji ukladu

Porownujac te zalezno$¢ Z (£—X)y = %o

ustalamy, ze stosunek skokow wynosi: _(1;Y)
AP

Tak wiec skok skraca sie ostatecznie dwukrotnie
> X—=& | jest to tym wygodniejsze, czym blizsza jednoSci
konieczna warto$¢ wspolczynnika e.

83
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lzolacja dwustopniowa

ramg

fundament

rama

. g

fundament /
(miedzypoktad)
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Wibroizolatory

NN § NN

el

el
AT T
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Wibroizolatory

—~ N N\
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Wibroizolatory talerzowe majg postac stopek, ktore podstawiane s3 pod maszyne w celu
ustawienia jej na posadzce. Tarcze wibroizolatorow wykonywane s z gumy olejoodporne;j.
Elementy metalowe i gumowe moga by¢ wykonane w wersji kwasoodpornej lub do kontaktu z

Zywnoscia.

TA M R Mmoo TB ! ™ [[ ek 1

Gmax
L
I
1
Gma:i
L
T~ T
—
L
b
| -
L

ol I I = g ! " i Dy % Dt ] ot
|5 | E(E * 3 T il " |
T|T ' us Sls |
E E ) — Sk I? | l#
) = " ) Dwe
i > " * i Dz _ » u Dy » ) L Dy n
* Dz . - Dz .

ZASTOSOWANIE

eobrabiarki do metali: tokarki, automaty tokarskie, szlifierki, frezarki, dlutownice, prasy, nozyce, pity, zaginarki itp
eobrabiarki do drewna: strugarki, grubosciéwki, pity itp.

emaszyny i urzagdzenia do przetwoérstwa tworzyw sztucznych,

elinie produkcyjne, montazowe, transportowe, rozlewnicze itp

einne, maszyny i urzagdzenia do przetwoérstwa rolno-spozywczego

sinne maszyny i urzgdzenia stosowane w réznych branzach przemystu

W odmianie wysokiej, wibroizolatory talerzowe moga byé stosowane pod: wentylatory, dmuchawy, sprezarki, agregaty pradotworcze,
agregaty chtodnicze, pompy itp 87



Wibroizolatory talerzowe

Dw

Dz

ZASTOSOWANIA
eobrabiarki do metali: tokarki, automaty tokarskie, szlifierki, frezarki, dlutownice, prasy, nozyce, pily, zaginarki itp
eobrabiarki do drewna: strugarki, grubosciowki, pity itp.

emaszyny i urzadzenia do przetworstwa tworzyw sztucznych
elinie produkcyjne, montazowe, transportowe, rozlewnicze itp.

elinie, maszyny i urzadzenia do przetworstwa rolno-spozywczego
einne maszyny i urzgdzenia stosowane w réznych branzach przemystu.

Wibroizolacja - .88

Dwe

; Ly | . TCB
s M e TCW
~ N =T _ N 5l ! I
i H T | | x !! ™ o | |
= £ e §[ i

W odmianie wysokiej, wibroizolatory talerzowe moga by¢ stosowane pod: wentylatory, dmuchawy, sprezarki, agregaty pradotworcze,
agregaty chtodnicze, pompy, prasy, wtryskarki itp.



Wibroizolatory talerzowe

Wibroizolacja - .89

Odmiana A Odmiana B Odmiana C Odmiana D Odmiana E
[ ]
5| s S [ &|
* i -'_] ! 1 I ” ! o

£ 3 £ 5 T d

:E - :E E [ ]
il =
: D

Dz

h i

ZASTOSOWANIE
pompy, sprezarki, szafy sterownicze, kabiny dZwiekochlonne, chtodziarki, klimatyzatory,

wentylatory, agregaty pradotworcze, agregaty chtodnicze, stoly, linie produkcyjne itp..
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Wibroizolator koipakowy KA ma przykrecang do podloza podstawe oraz obudowany

kolpakiem gumowy wklad wibroizolacyjny z wystajaca do gory srubg, na ktorej osadzana jest

podstawa maszyny.

Ze wzgledu na swoje walory jest najczesciej stosowanym wibroizolatorem do wiekszosci

maszyn wirnikowych, w szczegoélnosci wentylatorow.

Ustawienie poziomu maszyny realizowane jest nakretkami nakrecanymi na Srube
wibroizolatora.

Wibroizolatory kolpakowe KA wykonywane s3 w dwoch podstawowych wielkosciach KA-50 i

KA-90.

Kazda z tych wielkosci wykonywana jest w kilku odmianach dostosowanych do roznych

obciazen. KN e S Y LS
KA-SO ) TH = !
- . m 5 KSG .
3 £ " :
. M g Podstawa | ] _ T | |] th
=l —| Mmaszmy ry Podstawa i I ; i T
Podstawa e — | || |
masZymy r []] ' L 1 ! L]
[ 1 F = | |
|| 1 F - 'E
£ ¥ = =
E L
w| = c
_h L 4 ¥ h 2 EE
¥ : h 2 ¥ h 4 du
P [l | ' Dw _h
] ) o D I L 1
ZASTOSOWANIE ' 1T : ¥

wentylatory, dmuchawy, klimatyzatory, pompy, sprezarki, agregaty chtodnicze o
agregaty pradotwaorcze, transformatory, szafy sterownicze

mtynki, wirowki, rozdrabniacze, mieszalniki

maszyny i urzadzenia przemystu spozywczego i farmaceutycznego (opcja ze stali nierdzewnej)
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WIBROIZOLATOR SPREZRYNOWO-GUMOWY

Wibroizolator SG-90 ma podstawe przykrecang do podloza. Na podstawie, pomiedzy
metalowymi tarczami, zabudowana jest sprezyna oraz gumowe elementy tlumigce. Do
mocowania  urzadzenia stuzy  wystajaca do gory Sruba z nakretkami.
Podstawa maszyny lub rama podporowa montowana jest pomiedzy nakretkami ktore stuza
rowniez do unoszenia i regulacji poziomu maszyny.

Dla ulatwienia montazu, wsporniki (uszy) ramy podporowej, powinny mie¢ wyjecia
umozliwiajace wsuwanie wibroizolatora z boku tj. bez koniecznosci unoszenia maszyny wraz z
rama. 17

T SG-8 O K nie obcigzony T
SG'9O M30 obciazony IF
rama S ‘ M
podporowa l i
LIEE ] + I I |
=7 'P:: Podstawa
; I ! E Maszyny =
r; I-c ; Fy IE 3
E —E = B
-k =
5 4 13 - .
2 4 > == Tl &
- D ¢ p [ 11— £
E g Iﬁ'-": =
N ¥ ¥ h 2 ¥ I_ I _I s s
ZASTOSOWANIE

Wibroizolatory SG wykonywane s3 z dostosowaniem do dokladnie okreslonych warunkéw ich pracy,
dlatego przy zamawianiu nalezy poda¢ obciazenie przypadajace na kazdy wibroizolator oraz liczbe
obrotéw/minute stawianego na nich urzadzenia. 91
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Wibroizolator sprezynowy S zestawiony jest z dwoch jednakowych sprezyn, zabudowanych
pomiedzy segmentami wykonanymi z ceownikow.

Calos¢ potaczona jest sSrubami za posrednictwem thumigcych drgania gumowych krazkow.
Gorny segment ma gniazdo, w Kktorym osadzona jest Sruba poziomujgca maszyny.
Dolny segment ma pod spodem gumowa podeszwe, ktorg ustawiany jest na posadzce, bez

przyKkrecania.

Aktualnie wykonywane sa wibroizolatory sprezynowe typ S-100-2, tj. z dwiema sprezynami o
srednicy wewnetrznej 100 mm.

$-100-2 B4 - B4

| \ ‘_._:,ji%x |

| 040 T

e

310

290

180210

240
400

ZASTOSOWANIE 92
bardzo ciezkie wentylatory, sprezarkii inne maszyny dla trudnych warunkow wibroizolacji
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Wibroizolator walcowy ma posta¢ walca, ktorego jedno lub oba czola ograniczone sa
metalowymi tarczami. Tarcze zaopatrzone s3 w Sruby lub otwory gwintowane.
Wibroizolatory walcowe wykonywane s3 o srednicach od 20 do 100 mm, w pieciu odmianach

tj: z dwiema Srubami, ze $rubg i otworem gwintowanym, z dwoma otworami gwintowanymi, ze $rubg i
podstawa wklesta, z otworem gwintowanym i podstawa wklesta

M M M
— ] M
* * -

s s ' wl P ¥

= = =z -

_In. = T [ " I-un L ]
¥ * D > 4 D *

+ D *
ZASTOSOWANIE

wibroizolacja zespotéw zabudowanych wewnatrz maszyn np. klimatyzatorow
roznego rodzaju niewielkie maszyny
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WIBROIZOLATOR WALCOWY WIBROIZOLATOR WALCOWY SKEADANY
WS-140-3

.at4

- M24

WP-120 WP-120-R

agns

mazx 5l

Podstawa |
maszyny |

poziomowanie
—

Podstawa i )
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o160
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018,
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M20 1 [ ] I

m12li
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wentylatory, sprezarki, pompy 94
agregaty pradotworcze
milynki, wiréwki, mieszarki itp.
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ZASTOSOWANIE
do wibroizolacji ciezkich maszyn ktérych praca wywotuje uderzenia i wstrzasy, gtbwnie pionowe np.
prasy, mltyny, mieszarki, wirowki itp.
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Przyktady ttumikow
stosowanych w samolotach
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Drgania o dwéch stopniach swobody - $.97

Drgania liniowe ukladow o dwoch stopniu swobody. Drgania wlasne i wymuszone.
Charakterystyki drganiowe. Wplyw tlumienia.

Drgania swobodne
Podstawowe wlasnosci drgan ukladow o dwoch stopniach swobody zostang rozpatrzone na

przykladzie ukladu przedstawionego ponizej. Z matematycznego punktu widzenia
przedstawiona metoda postepowania bedzie podobna i dla innych ukladow mechanicznych

pokazanych schematycznie. N
X

"

Rys. Przyklad ukladow drgajacych o dwadch stopniach swobody
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Dwa ciala rys. a wykonuja tylko ruchy postepowe, natomiast dwa dyski przedstawione na
rys. b o masowych momentach bezwladnosci B, B, wykonuja tylko drgania skretne, przy
czym role sprezyn pracujacych na skrecanie odgrywaja bezmasowe czeSci waléw O
wspolczynnikach sztywnosci k; i k,. Natomiast na rys.c belka podparta na sprezynach o
wspolcezynnikach sztywno$ci k; 1 k, ma mozliwos$¢ zaréwno ruchu postepowego jak i obrotu.

Roéwnanie ruchu ukladu (rys.a) ma postac:

My - By = My — Ky (Xgg¢ + X7) + Ko (Xost + X5 —X)
M, - & = mMyg — K, (Xogt + X5 —Xq)

Statyczne wydluzenia sprezyn opisujemy wzorami:

(m1+m2)g my,g

Xist = ’ Xost =
k Kk
1 2

Roéwnania ruchu po przeksztalceniach przyjmuja postaé:

2 2 2
& + (‘111 + OC12)><1 —0yoXpy =0

> A
& — 057X +0poXo =0

(*)

98



Drgania o dwéch stopniach swobody - $.99

gdzie:
Ko Ko Ki+ky, 2

— = 0oy, — =02, =017+ 012
my My My

Rozwigzan ukladu poszukujemy w postaci:
X, =Acos(at—B); X, =Bcos(at—p);
Dla niezerowych wartosci parametrow A i B mamy réwnanie charakterystyczne postaci:

4 2 2 2 1.2 2 2
a —(oc11+0c22+0c12)0c + 01055, =0

Czestosci o, | ., wynosza:

> 12 2 (2 2 2 2
Ao = E(OC11+0‘22 +0‘12)¢ \/4( 11T 0o +0€12)2 — Q10p)

Dla kazdej z czesto$ci obliczamy stosunki okreslajace postacie drgan ukladu w czasie drgan
odpowiednio z czesto$cia o, I o,

2 2
B oL B oL
1(0‘ ): 22 =)y >0; —2. (OL )= 22—, <09
A 1 2 2 1 A 2 2 2 2
1 Aoy — g 2 Q1o — Ao




Drgania o dwéch stopniach swobody - s.100

Dwie gléwne postacie drgan opisane sa wzorami:

xP=A cos(o,t—B,);  x¥ =A1A cos(o,t—B,);
X9 = A, cos(a,t—B,); XY =r,A, cos(a,t—B,);

przy czym okresy drgan odpowiadajace czestosciom o, i o, wynosza: T,=2m/a,; T,=2m/aL,.
Przy pierwszej postaci drgan oba ciala poruszaja sie w te samga strone | W fazie, natomiast
podczas drgan z drugg postacia gléwna poruszaja sie one w kierunkach przeciwnych
(przesuniecie fazowe wynosi r).

Drgania, ktorym odpowiadaja gléwne postacie, sa mozliwe, ale musza byé zadane przy

szczegolnych warunkach poczatkowych. 100



Drgania o dwéch stopniach swobody - s.101

W ogolnym przypadku drgania sg ich kombinacja liniow3a i sa opisane rownaniami:

X, =XV +x¥ = A cos(a,t—B,)+ A, cos(o,t —B,);
X, = X% +x? =LA, cos(o,t —B,) +A,A, cos(o,t—P,);
2 2 2 1™\ 1 1 2/7\2 2 2/
State A, A,.B.,B, sa wyznaczane z warunkéow poczatkowych. Drgania wypadkowe (jako
wyniki zlozenia dwéch postaci gtéwnych) w odréznieniu od drgan gléownych nie musza by¢

okresowe. Zachodzi to wdéwczas, gdy czestosci o,/a, # k/l, gdzie k 1 | sa liczbami
naturalnymi.

Drgania swobodne (z thumieniem)

Rozpatrzymy drgania ukladu z rys.b w ktorym dodatkowo uwzgledniono tlumienie
proporcjonalne do predkosci bezwzglednej lub wzglednej

.
|
AN S AR ST TR S S I
e TN, Yy < e e
TN G A L n A TR P O ARt e YR B
ik WL ey T oA, D | LA ey

T,= — CX,
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Drgania o dwéch stopniach swobody - $.102

Na rysunku a) wprowadzone zostaly trzy tlumiki drgan skretnych. Dwa z nich sa
reprezentowane przez momenty ttumienia proporcjonalne do predkosci bezwzglednych

(i) _ : |
MT — Cl(ﬁf’ I _112
a trzeci - przez moment proporcjonalny do predkosci katowej wzglednej
M; = C(@ - (&)
Przyjete uproszczenie sil rzeczywistych ttumiacych jako proporcjonalnych do predkosci

(wzglednej lub bezwzglednej) nie zawsze jest jednak mozliwe.
Roéwnania ruchu tego ukladu (dla ¢ = 0) maja postaé:

B, & =-k o, +k ((Pz ) C, &%
B, & =k 2(@2_@1)_02@ (D
Rozwiazan szczegolnych powyzszego ukladu poszukujemy w postaci:
¢ =A-e"; ¢, =B-e"
gdzie r jest liczba zespolona. Po podstawieniu ostatnich réwnan do ukladu (1)
otrzymujemy: -
[Blr +C,r+K, + kz]A—kZB =0

102
—k2A+[BZr2+czr+k2]B=O )
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Natomiast rownanie czestosci (Ccharakterystyczne) ma wowczas postac:

[Blr2 +C,r + Kk, + kz]- [Bzr2 +C,I + kz]— k> =0

Pierwiastkami rownania charakterystycznego dla malego tlumienia sa liczby zespolone
parami sprzezone 0 czeSciach rzeczywistych ujemnych. Gdyby chociaz jeden z nich mial
cze$¢ rzeczywista dodatnia, to drgania by narastaly. Pierwiastki te maja posta¢:

r,=-h *I-&

(3)

gdzie A, I A, sa czestoSciami drgan swobodnych (drgania z thumieniem). Réwniez I w tym
przypadku na podstawie réwnan (2) mozna dla kazdego z pierwiastkow r; (I = 1,2,3,4)
wyznaczy¢ stosunki A/B,(r;). Poniewaz kombinacje rozwigzan réwnan (3) tez sg
rozwiazaniami, t0 mozna wybra¢é cztery nastepujace niezalezne rozwiazania rzeczywiste:

e ™ cosA,t, e sinA,t, e cosA,t, e " sinA,t

Charakteryzuja one postacie glowne drgan ukladu z thumieniem.
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Rozwigzania ogolne przyjmuja postac:
@, =€ "(A cosAt+A,sinAt)+e (A, cosi,t+A,sinA,t)
@, =€ ™' (B, cosA,t+B,sinA,t)+e "' (B, cosi,t+ B, sin A,t)

Z warunkow poczatkowych o.(t) = ¢, i @(t) = ¢,, Wyznaczamy cztery niewiadome
(pozostale cztery znajdujemy z rownan (2)).

Wspotrzedne glowne

Przy dowolnie przyjetych wspolrzednych niezaleznych X; 1 X,, kazde z réwnan drgan
zawiera obie wspotrzedne. Przez odpowiedni dobor wspétrzednych X;, X, mozna réwnania
te sprowadzi¢ do takiej postaci, ze kazde z nich zawiera tylko jedna wspéirzedna
(niewiadoma) | moze by¢ rozwiazane niezaleznie od drugiego.

Przeprowadzajac W rownaniach (*) zmiane wspétrzednych okreslang podstawieniem:

2 2 2
_ Oy T O, +0 _

2 1
Oy,
otrzymuje sie dla pierwszej postaci gléwnej i odpowiadajacej jej czestosci o,

. , 104
X,— 0oy - X, =0



Drgania o dwéch stopniach swobody - $.105

Podstawiajac zas: 2 2 2
_ Oy 1O, T,

X, = X2 X, o2 X2
12

otrzymuje si¢ dla drugiej postaci drgan rownanie

SO

Drgania ukladu sa wiec opisane dwoma niezaleznymi réwnaniami. Wspotrzedne X, X, dla
ktorych to zachodzi, sa wspoétrzednymi glownymi.

Drgania wymuszone

Rozpatrzmy nastepujacy problem czesto spotykany w technice. Maszyna wirnikowa o
masie m, jest zamontowana na konstrukcji podpierajacej o wspoétczynniku sztywnosci K;.
Wirnik obraca si¢ z pewnym niewywazeniem p, co powoduje powstanie sily odsrodkowej 0
amplitudzie P, = m,uw? (gdzie ® jest czestoscia obrotow wirnika), oddzialujacej na
podparcie. W celu zmniejszenia tych oddzialywan stosuje sie tzw. thumik dynamiczny,
majacy mase m,, sztywnos¢ K, | thumienie c, tak dobrane, aby realizowaé np. zerowe lub

minimalne amplitudy drgan podparcia (patrz rys.). 105



Drgania o dwéch stopniach swobody - s.106

m;
CZ().(Z_Xl 1 kZ(XZ_Xl)
i P,cosmt M
5 cy-5) ()
m;

Rys. Schemat silnika z niewywazonym wirnikiem podpartym na belce o sztywnosci k, | z
podwieszonym dynamicznym thumikiem drgan: a) model obliczeniowy jako uklad o dwoch stopniach
swobody z thumieniem, b) model z wymuszeniem harmonicznym, c) rozklad sil stuzacy do
wyprowadzenia rownan ruchu

Rownania ruchu ukladu modelowego z rys. b maja postac:

m, - & = —K, X, + K, (X, —X,;) + (& —x) + P, CoS wt
m, - & = —K, (X, —X;) —C0& —X)

W ukladzie (®) pojawiaja sie drgania swobodne oraz drgania wymuszone okresowe 0
czestosci wymuszenia . Poniewaz pierwsze z nich po pewnym czasie wygasng (wskutek
istniejacego tlumienia), to mozna w przypadku analizy drgan ustalonych ograniczgfc’ sie
jedynie do rozwiazania szczegélnego: 106

(D)



Drgania o dwéch stopniach swobody - s.107

X, = A, sin(wt) + B, cos(wt) = a, sin(wt + B, )

: : (@)

X, = A, sin(wt) + B, cos(wt) = a, sin(wt + B, )
Po podstawieniu rozwigzan (@) do ukladu (®) i przyréwnaniu wyrazow stojacych przy
czlonach sin(ot) i cos(wt) otrzymujemy uklad czterech réwnan do wyznaczenia czterech
niewiadomych A;, B; (i = 1,2). Amplitudy drgan a; oraz katy przesunie¢ fazowych B, (i = 1,2)
na podstawie réwnan (®) wynosz3a:

a, = /A +BZ; thiz% =12

Po obliczeniach otrzymujemy

a _ (k2 — mzwz)z + 02032 (@)

Py [(kl + k, — myo? sz . mzoaz)— k%]2 +C50° [kl —(my + mz)o)z]2

Po wprowadzeniu oznaczen

d
PO Y L. I L. B L S ST .2
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z réwnania (®) otrzymujemy

[l ol o]

A
| %4
T ' ]
14_ a,/a',-l h=0 | i L_____],_,j-_o.; i h=0
my/m, = 0,05 b TTAY
12 ] HA 4
V! 1 \
10 ! 1!/ h=03 || |
k=01’ RS 1
8 U / : \\ !
Al ) A
6 A l\\ N
N7 1 I \
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s f y | N
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Drgania o dwéch stopniach swobody - s.109

Z rysunku tego widaé, ze wszystkie krzywe rezonansowe, niezaleznie od tlumienia,
przecinajg sie W dwoch punktach S 1 T. Oznacza to, ze istnieja dwie dyskretne wartoSci
czestosci wymuszen o (odciete punktow S 1 T), dla ktérych amplitudy drgan pomimo zmian
wspolczynnika thumienia c pozostaja nie zmienione.

Bardzo duze tlumienie (h = o) odpowiada sztywnemu polaczeniu obu mas, czyli masie
m=m, + m, zawieszonej na sprezynie 0 sztywnosci k; I wymuszanej harmonicznie. W tym
przypadku wartos¢ amplitudy drgan moze rosnaé¢ do nieskonczonosci. Wprawdzie istnieje
mozliwo$¢ calkowitego wygaszenia drgan, ale zachodzi to tylko dla jednej wartosci czestosci
wymuszenia o=a., | dla thumienia c=0. W praktyce postepuje si¢ wiec inaczej. Parametry
ukladu dobiera sie w ten sposéb, aby styczne w punktach S i T byly poziome i aby punkty te
mialy jednakowa rzedna. Jesli chcemy, zeby amplituda nie przekraczala rzednych tych
punktow, to tlumienie c trzeba dobra¢ w ten sposob, aby krzywa rezonansowa osiagala
maksimum w jednym z nich. Calkowita eliminacja drgan w szerokim zakresie zmian
czestos$ci jest jednak niemozliwa.

Przedstawiona analiza dotyczy drgan ukladéw o dwéch stopniach swobody z ttumieniem.
Otrzymane zaleznosci obowiazuja rowniez dla ukladu bez tlumienia, jezeli przyjaé c = 0. W
tym przypadku w dwoéch punktach, odpowiadajacych czestosci wymuszenia rownej
czestosciom drgan wlasnych, amplituda drgan dazy do nieskonczonosci.

Omowiona teoria drgan wymuszonych ukladu o dwoch stopniach swobody znajduje
przede wszystkim zastosowanie do projektowania dynamicznego ttumika drgan.
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Ttumiki i eliminatory drgan - s.110

Thumiki i eliminatory drgan - pojecia podstawowe. Wahadlowe tlumiki drgan.
Dynamiczny tlhumik drgan. Charakterystyki thumikow. Przeglad konstrukcji tltumikow
drgan w okretownictwie. Zastosowania.

* Minimalizacja drgan i ich skutkéw

Drgania mechaniczne oddzialuja szkodliwie na maszyny, mechanizmy lub ich elementy
powodujac albo zmniejszenie ich trwalosci albo powodujac zniszczenie nagle przy
przekroczeniu wytrzymalo$ci doraznej materiahu.

W tych przypadkach podstawowym kryterium oceny szkodliwosci drgan jest wielkos¢
amplitud drgan, a w przypadku zmeczeniowego zniszczenia rowniez liczba zmian obciazen,
czyli czestotliwos¢ drgan.

Oczywiscie im wieksze amplitudy drgan | wieksza ich czestotliwosé, tym wplyw drgan na
maszyny bardziej szkodliwy.

Podstawowa charakterystyka oceny szkodliwosci drgan ukladéw mechanicznych na
maszyny jest wiec ich charakterystyka czestosciowa podatnosci.

Drgania mechaniczne oddzialuja szkodliwie réwniez, a moze przede wszystkim, na
organizm czlowieka, przy czym rozroznia sie tutaj oddzialywanie bezpoSrednie, tj.
wystepujace przy kontakcie ciala ludzkiego z drgajacym ukladem mechanicznym oraz
posrednie, tj. przez fale sprezyste wywolane drganiami ukladu mechanicznego, np. fale

akustyczne w postaci hatasu. 110
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Oddzialywanie bezpoSrednie | posrednia drgan na czlowieka, a tym samym ich szkodliwos¢,
jest zalezna od wielu czynnikéw, m.in.:

—od charakteru drgan: drgania moga oddzialtywa¢ lokalnie, np. na rece lub globalnie, ogolnie
na cale ciato; drgania mogg dziala¢ w kierunku osi podluznej (wzdluz kregostupa) lub
poprzecznej ciala; drgania moga by¢ impulsowe, uderzeniowe lub ciggle; drgania ciggle moga
by¢ z kolei harmoniczne lub zlozone (poliharmoniczne);

—0d czestotliwosci drgan: najwicksza szkodliwos¢ drgan bezposrednich wystepuje w obszarach
rezonansowych organéw ciata ludzkiego, np. przy czestotliwosci 1+2Hz zachodzi rezonans
poprzeczny Kklatki piersiowej; przy 4+8Hz rezonans narzadow jamy Dbrzusznej; przy
20+30Hz rezonans narzadow glowy, wplywajacy na pogorszenie ostrosci widzenia; przy
60+90Hz rezonans galek ocznych bedacy przyczyng nieostrosci widzenia; najwieksza
wrazliwos¢ z kolei na drgania o oddzialywaniu posrednim glownie przez fale akustyczne
wystepuje W obszarze 3000+4000Hz; przy czgstotliwosciach wysokich, tj. 10+20 tys. Hz oraz
szczegolnie niskich, tj. kilkadziesiat do Kilkuset Hz wrazliwos¢ organdéw stuchu jest na ogoét
nawet wielokrotnie nizsza;

—od czasu ekspozycji organizmu na drgania: im ten czas dhuzszy, tym szkodliwos¢ drgan
wzrasta;

— od ilosci energii emitowanej przez uklad drgajacy oraz docierajacej do organizmu cztowieka
w jednostce czasu, tj. od mocy emitowanej | absorbowanej; im moc emitowana wieksza tym
wieksze prawdopodobienstwo wzrostu mocy absorbowanej przez organizm cZibwieka
| wzrostu szkodliwosci drgan.
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Podstawowym Kkryterium oceny oddzialywania drgan ukladu na maszyny I
urzadzenia jest charakterystyka podatnosci ukladu.

W przypadku oddzialywania na organizm ludzki jest nieco iInaczej. Przy
oddzialywaniu bezposrednim w zakresie niskich czestotliwosei od Kilku do
kilkunastu Hz drgania powoduja powstawanie w organizmie czlowieka napieé
w ukladzie utrzymujacym narzady wewnetrzne. Sily napiecia sa tym wieksze, im
wieksze sa sily bezwladnosci powstajace podczas drgan, czyli im wieksze s3
wartosci przyspieszen drgan.

Przy wiekszych czestotliwosciach, a wiec | nizszych amplitudach drgan kryterium
oceny drgan staje sie wartos¢ predkosci drgan. Energia emitowana przez zrodlo
drgan w postaci fali sprezystej, np. akustycznej jest m.in. funkcja predkosci
drgajacego zrédla. Podobnie energia kinetyczna przekazywana np. do rak
zaciSnietych na uchwycie mlotka wibracyjnego jest kwadratowa funkcja
predkosci drgan reki i uchwytu. Stad jako Kkryteria oceny szkodliwosci
oddzialywania drgan na organizm ludzki przyjmuje sie wielko$ci proporcjonalne
albo do predkosci, albo do przyspieszen drgan.
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Zmniejszanie amplitud drgan ukladow

Rzeczywiste uklady mechaniczne doznajg oddzialywan nie bedacych najczesciej funkcjami
harmonicznymi lecz sumg wielu funkcji harmonicznych. Réwnanie rozniczkowe takiego

ukladu jest wobec tego nastepujace:
N

A &t)+B &t)+Cq(t)=>_F, e

n=1
gdzie: F,,, ® - zespolony wektor amplitud sit wymuszajacych zmiennych z czestoscig @, N —
liczba wektorow sit wymuszajacych 0 czestosciach o, q(t)— zespolony wektor wspotrzednych
uogolnionych.
Z analizy réwnania wynika, ze mozliwe sa trzy sposoby obnizania amplitud drgan
wymuszonych ustalonych ukladu mechanicznego:
@ przez zmiane parametréow ukladu;

@ przez zmiane wymuszen;

® przez zmiane struktury ukladu, tj. dolaczenie ukladu dodatkowego.
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Ad.© Zmiana parametrow ukladu

Zmiana parametréw strukturalnych, tj. modyfikacja macierzy A, B, C prowadzi do zmiany
macierzy podatnosci. NajczeSciej W rzeczywistych ukladach o wielu stopniach swobody
pozadane sg zmiany tylko nicktérych, niekiedy wrecz tylko jednej charakterystyki, tj. jednego
elementu macierzy podatnosci. Zmniejszenie podatnosci uktadu dotyczy najczesciej tylko tych
obszarow czestosci, ktorym odpowiadaja sity wymuszajace 0 najwickszej amplitudzie lub ktore
sg istotne z punktu widzenia funkcji spetnianych przez uktad.

W obszarze przedrezonansowym w celu zmniejszenia podatnosci nalezy zwiekszy¢
sztywnos¢ ukladu; w obszarze rezonansu obnizenie podatnosci osiaga sie przez zwiekszenie
tlumienia; w obszarze nadrezonansowym nalezy zwiekszy¢ mase ukladu.

W przypadku ukladéw o wielu stopniach swobody zmniejszenie podatnosci W obszarach
rezonansowych osiaga si¢ podobnie, tzn. przez zwiekszenie thumienia i jest to bardzo skuteczny
sposob. W obszarze bardzo niskich czestosci, tj. przed pierwszym rezonansem oraz w obszarze
bardzo wysokich czestosci zmniejszenie podatnosci osigga si¢ podobnie, jak w ukladzie o
jednym stopniu swobody, tzn. odpowiednio przez wzrost sztywnosci elementow ukladu oraz
wzrost mas uktadu. W obszarach mig¢dzyrezonansowych trudno jest przedstawi¢ ogolne zalecenie.
Wymagana jest wowczas pelna analiza wplywu poszczegdlnych parametréw strukturalnych na
podatnosc.
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Ad.®@ Zmiana parametrow wymuszenia

Parametrami wektora wymuszen rzeczywistych sa: liczba N sil wymuszajacych, wektor
moduléow i faz amplitud sit wymuszajacych oraz czestosci sil wymuszajacych. Ruch
wypadkowy ukladu jest oczywiscie suma ruchow sktadowych.

Ograniczenie liczby N sit wymuszajacych, jesli jest to mozliwe, prowadzi oczywiscie W
ogolnosci do obnizenia amplitud drgan uktadu. Przyktadem jest tutaj chociazby eliminacja
niektorych harmonicznych sit masowych, dziatajacych na elementy uktadu korbowo-ttokowego
silnikow spalinowych przez wyréwnowazenie dynamiczne poszczegdlnych uktadow oraz
odpowiednie rozmieszczenie wykorbien watu wzgledem siebie.

Zmniejszenie amplitud sit wymuszajacych jest najskuteczniejszym sposobem zmniejszenia
drgan. Osiaga sie to np. przez wyréwnowazenie elementow obrotowych lub bedacych w
ruchu posuwisto-zwrotnym, np. waléw korbowych silnikéw spalinowych 1 ich ukladow
korbowodowych, srub napedowych okretow, wirnikéw silnikow I pradnic elektrycznych itp.
Bardzo efektywnym sposobem, aczkolwiek nie zawsze mozliwym do zrealizowania, jest zmiana
czestosel sit wymuszajacych 1 wyjsScie poza obszar rezonansowy bardzo wysokiej podatnosci
uktadu. Typowy przyktad to zmiana obrotoéw silnika gtownego statku w celu wyjseia z obszaru
obrotow zabronionych dla uktadu silnik - linia waléw - sruba napedowa. Niekiedy stosuje sie
rowniez zmian¢ faz amplitud sit wymuszajacych. W silnikach spalinowych wielocylindrowych
kolejnos¢ zaptonow jest ustawiana w taki sposob, aby uzyskaé¢ mozliwie najmniejsze odchylenia
momentu chwilowego na wale od jego wartosci sredniej. 115
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Ad.® Zmiana struktury ukladu przez dolaczenie ukladu dodatkowego — eliminatory I
tlumiki drgan

Jesli nie istnieje mozliwo$¢ zmiany parametrow ukladu (masy, sztywnosci lub tlumienia)
oraz zmiany parametrow wymuszen, wowczas pozostaje jeszcze mozliwosé zmiany
struktury ukladu, tzn. dolaczenie uktadu dodatkowego.

W ukladach napedowych 2z silnikiem spalinowym tlokowym nie mozna unikna¢
wystepowania wymuszen drgan skretnych pochodzacych od przebiegu procesu roboczego
zachodzacego W kazdym cylindrze silnika napedowego. Dlatego drgania skretne beda
wystepowaly zawsze. Nalezy jednak dazy¢ do zmniejszenia ich ujemnego wplywu na
wytrzymalos¢ walow poprzez ograniczanie ich amplitudy lub przesuniecie rezonansu
drgan, jezeli wystepuje on w zakresie stosowanych w eksploatacji predkosci obrotowych
ukladu napedowego.

Mozliwosci przesuniecia rezonansu drgan sa jednak ograniczone i dlatego pojawia sie
czesto potrzeba zmniejszenia wielkos$ci drgan. Temu celowi stuza dodatkowe urzadzenia, w
postaci thumikow drgan skretnych. Pod ta ogélna nazwa rozroznia sie:

1) rezonansowe eliminatory drgan;

2) ttumiki wlasciwe (wiskotyczne, tarciowe);

3) thumiki mieszane, bedace rezonansowymi eliminatorami drgan z zastosowaniem
thumienia.

Na zmniejszenie drgan skretnych ukladu napedowego ma rowniez wplyw zastosdwanie
sprzegiel elastycznych lub hydrokinetycznych.
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Wahadlowe eliminatory drgan skretnych

Szczegélnym przykladem rezonansowego eliminatora drgan jest eliminator wahadlowy
stosowany w silnikach spalinowych ttokowych do eliminowania drgan skretnych. Masa
dodatkowa jest przymocowana do ramienia korby walu korbowego | moze wykonywacé
ruchy wahliwe znajdujac sie w polu dzialania sil odsrodkowych, zastepujacych w tym
przypadku dzialanie sil sprezystych w omawianym poprzednio ukladzie z rezonansowym
eliminatorem drgan. ldeowy schemat eliminatora wahadlowego oraz podstawy teoretyczne

jego dzialania przedstawia rysunek.

Na ramieniu korby w odleglosci R od osi obrotu O
walu korbowego jest przegubowo zamocowane
wahadlo 0 dlugosci ramienia r I masie m. Gdy
podczas trwania drgan skretnych walu nastepuje
zmiana predkosci katowej o walu, t0 na mase
wahadla dziala sila bezwladnoSci B, ktora
spowoduje wychylenie wahadla o pewien kat ¢ w
kierunku przeciwnym do przyspieszenia katowego
walu (na rys. wychylenie wahadla jest
spowodowane opoéznieniem katowym wahlu). W
ruchu wzglednym wahadia (Wzgle;den.l. korby ,walu)
sila bezwladnos$ci B wynosi: B=-mr ¢
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za$ w ruchu unoszenia (razem z korba walu): C = m ®*(R + r cosg)/cosa

Sila wypadkowa C' obu wyszczegolnionych sil bezwladnosci B od przyspieszenia w ruchu
wzglednym oraz C od przyspieszenia w ruchu unoszenia decyduje o chwilowym wychyleniu
wahadla pod katem o.

Rownowage dynamiczng masy wahadla okresla rownanie momentow sil B i C wzgledem osi
A wahadla: B'r -C-a=0; a=rsino.

Po podstawieniu za B i C wczesniej zdefiniowanych wartosci otrzymujemy:

r°&: (R +rcospJo’R-tga=0 tgo=—
R +rcos ¢
Zakladajac dla malych katéw tg @ = @ = x/r; @ =X/r otrzymujemy:
& R 0°x =0 ®, = \/?

Poprzez odpowiedni dobér wartosci R oraz r mozna uzyskaé¢ zadang czestos¢ wahan (drgan)
wlasnych wahadla, czyli "nastroi¢" eliminator drgan stosownie do czestosci drgan, Kktore
maja by¢ ograniczone. Moze zachodzi¢ potrzeba eliminowania drgan skretnych wywolanych
okreslong skladowa harmonicznag momentu obrotowego silnika, np. rzedu k. Wowezas przy
""strojeniu’ eliminatora trzeba uwzglednic zaleznos$¢ O = KO=® %
Co oznacza, ze dla skladowych rzedu ¥ =1,2,3, 4... nalezy zastosowaé R/r=1,4,9,16, ...

Czestos¢ drgan wlasnych wahadta jest wprost proporcjonalna do predkosci katowej watu korbowego, czyli ze
eliminator ,,dostraja” si¢ sam do zmieniajacej si¢ wartosci predkosci katowej. Dlatego stosuje sie1 )& czesto
do tlumienia drgan skretnych waléw silnikéw ttokowych
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wahadlowy eliminator drgan Sarazina- T
Chiltona z wahadlem bifilarnym '
(dwuprzegubowym)

wahadlowy eliminator drgan
Salomona typu rolkowego _

4
*Nietlumiony eliminator drgan Rozwazmy model dwumasowy pewnego ukladu
napedowego statku pokazany na rysunku.
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Zakladamy, ze jedna (tzn. i-ta) skladowa harmoniczna momentu napedowego Ssilnika
spalinowego ma czesto$¢ @, = v; rowng lub bardzo bliska czestosci @, drgan wilasnych
ukladu. Zal6zmy ponadto, ze model jest niettumiony; ttumienie nie wptywa bowiem istotnie
na czestos¢ m, drgan wlasnych. Okreslmy wzor na czesto$¢ @, przedstawionego modelu
dwumasowego. Energia kinetyczna i potencjalna modelu wynosi:

1 1 1
Ek:ajlﬁ_l_EJZ% Engk(l—(l)z)z

wspolczynniki bezwladnosci a;; I sztywnosci ki wynoszg:
Cap=dy o ap=8, =0, 8y =J; ky =K, Kp=ky =-K  Ky=Kk
oraz macierze bezwladnosci A | sztywnosci K:

Jj 0 k -k
A= K=
0 J, -k Kk
Macierz czestosci wlasnych i rownanie charakterystyczne

k—wd), kK } (k=02 ) (k- 02, )-kZ =0
-k k-wpd; 02,3, — w2k (3, +3,)=0

AP e N E U
Jido Jp Jy 120

2
K—mnA:{
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Plerwszej czestosci w, = 0 odpowiada zgodny ruch obu mas w tym samym kierunku, drugiej
czestosci odpowiada ruch mas w przeciwnych kierunkach.

Rezonans wymuszenia 0 czgstosci v moze wystapi¢ przy drugiej czestosci wiasnej ,, dlatego
zatozmy, ze v; = w,. Z rozwazan wWynika, ze podatnos¢ uktadu dazy do nieskonczonosci, CO grozi
catkowitym zniszczeniem uktadu (tzn. peknigciem watu napgedowego). Okazuje sie, ze mozna
unikna¢ tego przez zmiang Struktury ukladu, tzn. dolgczenie ukladu dodatkowego tzw.
niettumionego eliminatora drgan.

Zatozmy wigc, ze na wolnym koncu watu korbowego zainstalowany zostat eliminator drgan
skretnych w postaci elementu masowego o momencie bezwtadnosci J, | elementu bezmasowego
0 wspotczynniku sztywnos$ci K, W sposob pokazany na rysunku. Przyjmijmy ponadto, ze czgstosc
drgan wtasnych poduktadu eliminatora jest rowna czgstosci v; wymuszenia.

Charakterystyki czestosciowe uktadu pierwotnego i z eliminatorem przedstawiono na rysunku.
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M. K =

a e _ __ Ma

7 < Peadop = Vi Xea = > = Xeadop
e Vi Mg Mg Vj

We = J—:Vi ¢ea:J
e

Réwnania te stanowig kryteria doboru dynamicznego nietlumionego eliminatora drgan
Jego parametry tzn. minimalng warto$¢ masy eliminatora oraz wspoétezynnik sztywnosci
wyliczymy z réwnan:
M. M: Ra : Ra
j > ia k =] vé>_""a  mg2 ; , Ke =
e 2 e e "l vE X X "
Vi Deadop (I)eadop i eadop eadop

W rzeczywistych ukladach czestos¢ v; sily wymuszajacej nie jest zazwyczaj stala, lecz
zmienia sie¢ w pewnych granicach. W zwiazku z tym amplituda drgan ukladu
podstawowego jest rézna od zera. Dowodzi sie, ze jest ona tym mniejsza, im wieksze jest
rozsuniecie czestosci @, | w,, ukladu z eliminatorem, co osiaga sie przez zwiekszenie masy
eliminatora J,. Z praktycznych jednak wzgledow masa eliminatora nie przekracza
zazwyczaj 10+12% masy ukladu podstawowego. Rozsuniecie czestosci nie jest wowczas
niestety duze i amplituda drgan ukladu podstawowego jest znaczna. Ponadto ograniczona
wytrzymalos¢ zmeczeniowa lacznika sprezystego eliminatora powoduje szybkie zniszczenie
zmeczeniowe eliminatora. W praktyce wiec w duzych i waznych ukladach stosuje sie
zamiast eliminatora thumiki drgan.

Przedstawiony eliminator minimalizuje drgania skretne, np. ukladéw napedowych oieachu
obrotowym. W sposéb analogiczny sa one budowane dla drgan podluznych.
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Thumione eliminatory drgan

W celu zwiekszenia skutecznoSci eliminatora niettumionego przy wystepujacych w
praktyce znacznych wahaniach czestosci v wymuszenia stosuje sie eliminatory tlumione
zwane tlumikami drgan. Schemat takiego eliminatora tlumionego dla drgan podiuznych

oraz wykres podatnosci masy gléwnej ukladu przedstawiono na rysunku.

1314

1

F(t)=F-sinyt
ia
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Wykres podatnosci przedstawiono na tle wykreséw podatnosci odpowiadajacych
granicznym warto$ciom tlumienia. Dla wspélczynnika oporu c,=0 uklad jest eliminatorem
niettumionym. Dla c,= co masa eliminatora m, jest jak gdyby polaczona z masa gléwna m.
Czestos¢ drgan wlasnych colo =\/ k/(m+m,) jest wéwczas oczywiscie mniejsza od
czgstoSci wlasnej o, =+k/m ukladu podstawowego. Okazuje sig, ze przez punkty wspélne
L 1 P obu wykreséw przechodza wszystkie inne krzywe podatnosci masy m ukladu
podstawowego wyznaczone dla ré6znych od zera wartoS$ci ttumienia c, # 0.

Dobierajac odpowiednie wartoSci masy | sztywnosci eliminatora (Mg, Keopy) Oraz
odpowiedni wspolezynnik oporu wiskotycznego c,,,; mozna otrzymaé¢ optymalny eliminator
tlumiony. Podatnos¢ masy gléwnej ukladu osiaga wéwezas w punktach L, I Py,
jednakowe i zarazem najwieksze wartosci, a jednoczes$nie najnizsze wsréd wszystkich
ekstremalnych wartosci podatnosci wyznaczonych dla innych od optymalnych wartoSci
parametréw: m,, k., c, eliminatora. Wartos$ci optymalne wyznacza si¢ wg wzorow:

keopt
m 3 meopt
One eopt 1 Ce E— Nopt Hopt = ———
= = v = Seopt =
®, vJk/im  1+mgy Cekr ’ 8 (:I-"‘nopt)3 y

Seopt — Optymalna wartos¢ wzgledna thumienia wiskotycznego eliminatora.
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Niewielkie drgania masy gléownej m w calym zakresie czestosci sa mozliwe przy
jednoczesnie duzych wychyleniach masy m, eliminatora. Zaprojektowanie i wykonanie
sprezyny eliminatora o odpowiednio duzej wytrzymalosci doraznej I zmeczeniowej jest
zazwyczaj bardzo trudne a nawet niemozliwe. Z tego wzgledu stosuje sie, 0 CZym wczesniej
wspomniano, mniej skuteczne, ale latwiejsze w wykonaniu i eksploatacji ttumiki drgan.

Obok eliminatoréw drgan w celu zmniejszenia amplitudy drgan skretnych waléw stosuje
sie czesto thumiki drgan, w ktéorych wskutek wystepowania dodatkowych oporow tarcia
nastepuje rozpraszanie energii.

Sa to thumiki z tarciem suchym i lepkim (wiskotycznym).
W tlumikach tego rodzaju wystepuje zawsze pewna masa swobodna o stosunkowo duzym
masowym momencie bezwladnosci (momencie zamachowym) oraz tarcza lub inny element
konstrukcyjny osadzony na wale, ktory jest poddany drganiom skretnym. Miedzy tarcza
przejmujaca drgania skretne walu a swobodna masa zamachowa wystepuje tarcie. Dzieki
temu sily tarcia powstajace podczas wzglednych ruchéw drgajacych tarczy wzgledem
poruszajacej si¢ ze stala predkoscia obrotowa masa zamachowa, przeciwstawiaja sie
ruchom drgajacym i je ograniczaja, czyli thumia drgania skretne watu.
W thumiku drgan skretnych typu Lanchestera stosuje si¢ tarcie suche natomiast w thumiku
typu Houde’a stosuje si¢ tarcie lepkie (wiskotyczne).
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tlumik typu Lanchestera z tarciem suchym

< thumik typu Houd’a z tarciem lepkim tlumik drgan skretnych - mieszany
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1) korpus wewngetrzny;
2) korpus zewngtrzny;

1) tarcza;
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1) korpusy napedzajacy i napedzany;
2) $cianki promieniowe tworzace komory;
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Thamiki w dzialku i pojazdach wojskowych

MR Damper

Rifle Action

Recoil Slide




gumowy pierscien wibroizolacyjny wiaz kanalowy okragly ~ pierécieri betonowy  jezdnia plyta betonowa

gumowe elementy poziomujace

. q ;-_F
przewezka I : LE 5
600 et oy
N
/ NSy
: %
- 'JA‘Q‘:
; e
N 1R
! T C RN X
g elementy wibroizolacyjne
i $1200
ptyty betonowe
, EF
m, m,
z L
u(Ly)
1
u(o,t)
podklad BFkol oFsam
Ry .
aif<l
Ry
karbowana nawierzchnia gumowa wewnetrzna ptyta gumowo-betonowa
zewnetrzna plyta gumowo-betonowa jezdnia migdzytorowa <tg[ normalny, szeroki i quki) jezdnia
) H S e ]
™ : /,‘ 7 \\ ‘. | ’(‘u" D00%
TV 5 TR o

torowe podktady kazdego rodzaju /' przyszynowe elementy gumowe  przecigzeniowy element gumowy "\ szyna i mocowanie kazdego typu



DRGANIA gietne - s.134

Drgania gi¢tne ukladow o skonczonej liczbie stopni swobody. Elementy modelowania i
dynamiki maszyn wirnikowych. Predkosci krytyczne.

*Drgania gietne waléw i wirnikéw

Waznym zagadnieniem technicznym, zwigzanym z eksploatacja maszyn wirnikowych

(turbin, maszyn elektrycznych, pomp i sprezarek wirnikowych, wentylatorow, wirowek itp.)
oraz okretowych walow napedowych, sa drgania gietne waléw | wirnikéw wywolane ich
ruchem obrotowym. Zrédlem wymuszen drgan gietnych walow i wirnikéw jest
wystepowanie nieuniknionego z powodu niejednorodnosci materialu, niedokladnosci
wykonawczych obrobezych | montazowych, czasami z potrzeb konstrukcyjnych - pewnego,

chocby szczatkowego niewywazenia. Polega ono na polozeniu Srodka masy wirnika (watu)
w pewnej odleglosci e zwanej mimosrodem, od osi obrotu jako osi geometrycznej wirnika.

m ot

srodek masy wirnika

Rys.1. Schemat wirnika z mimosrodowym polozeniem srodka masy 134
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Na rys.l jest pokazany schemat wirnika zlozonego z jednej tarczy wirnikowej
zamocowanej na sprezystym wale ulozyskowanym na obu koncach. Masa m jest masg
wirnika. Jednakze czesto jest to masa samej tarczy, gdyz wal przyjmuje sie jako niewazki
(ma mala mase w poréwnaniu z masa tarczy wirnikowej). Jezeli wal jest poziomy, co
wystepuje najczeSciej, to w stanie poczatkowym pod statycznym dzialaniem ciezaru
wlasnego Q wirnika ugnie sie, przez co o$ obrotu traczy wirnikowej, jako podstawowej
masy wirnika, zostaje przesuni¢ta na odleglosé¢ y=f, od osi laczacej lozyska walu, za$
srodek masy wirnika znajduje sie w odleglosci (e+y) od tej osi.

Podczas kazdego obrotu ugietego walu wirnika we wldknach 1 po wkleslej stronie wahu
wystepuje ich Sciskanie —o, a we wloknach 2 po wypuklej stronie - rozciaganie +o, (rys.2a
dla ¢=0°). Po wykonaniu polowy obrotu sytuacja jest odwrotna - we wléknach 1
znajdujacych sie teraz po wypuklej stronie wystepuje ich rozcigganie +c, a we wiléknach 2
Sciskanie —o, (rys.2a dla ¢=180°). Po wykonaniu nastepnej polowy obrotu rozklad
naprezen we wloknach walu powraca do stanu poczatkowego. Taka przemiennos¢
rozkladu naprezen powtarza ste cyklicznie podczas kazdego obrotu walu. Taka sama
cykliczna przemienno$¢ naprezen w skrajnych wiléknach walu wystepuje réwniez podczas
drgan gietnych (poprzecznych) wahlu (rys.2b). Dlatego kazdy obrét walu (wirnika) jest
pewnego rodzaju wymuszeniem drgan gietnych wahu (wirnika).

E&— 01 —7\ ! = -G
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Z praktyki eksploatacyjnej wiadomo, ze po rozruchu wirnika w miare wzrostu predkosci
obrotowej n [obr/min] zaczyna on drgaé, a przy pewnej predkosci obrotowej nazywanej
krytyczng predkoscig obrotowg n,. drgania sa najsilniejsze, rezonansowe. Staja sie¢ one
wowczas hiebezpieczne dla wirnika (wahlu), jego lozysk | calego urzadzenia, w sklad
ktérego on wchodzi, a eksploatacja urzadzenia w tych warunkach jest niedopuszczalna.
Dopiero przy dalszym wzroscie predkosci obrotowej n>n,. drgania wirnika 1 calego
urzadzenia maleja, a nastepnie zanikaja prawie zupelnie | praca urzadzenia staje sie
stabilna.

Drgania gietne wirnika (wahu) podczas ruchu obrotowego sa wymuszone sila dynamiczna
niewywazonej masy, czyli sila odsrodkowa pochodzaca od mimoSrodowego polozenia
srodka masy. Jezeli wirnik (wal) jest nawet doskonale wywazony (e=0), to kazdy
przypadkowy impuls poprzeczny, latwo powstajacy podczas rozruchu, spowoduje ugiecie
walu | przemieszczenie srodka masy poza o$ obrotu, a w konsekwencji powstanie sily
odsrodkowej (0d wirujacej masy) wymuszajacej drgania poprzeczne wirnika (wahu).

Do dalszych rozwazan nad drganiami gietnymi waléw i wirnikow, w celu wyeliminowania
wplywu sil ciezkosci na stan rownowagi dynamicznej sit dzialajacych na wirujacy wirnik,
jak rowniez w celu usuniecia poczatkowego statycznego ugiecia walu pod dzialaniem
ciezaru wlasnego wirnika, wygodnie jest przyja¢ wirnik zlozony jak poprzednio z tarczy
wirnikowej osadzonej na sprezystym wale o 0si pionowej, najczesciej W polowie jego
dlugosci (rys.3a). Przyjeto podatne lozyska walu, co umozliwia jego swobodne ugiecia.
Wyniki rozwazan i analiz przeprowadzonych dla takiego wirnika sa réwniez wazme W
przypadku wirnika o osi poziomej.
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* Wyznaczenie krytycznej predkosci obrotowej P |
wirnika a) ‘

Do rozwazan przyjeto model wirnika przedstawiony na |
rys. 3a o masie m z mimosrodowoscia e polozenia
Srodka masy w stosunku do osi walu. Z chwila nadania |
wirnikowi ruchu obrotowego z predkoscia katowa o,
powstaje sila odsrodkowa m-e-®? wirujaca wraz z
wirnikiem, powodujaca ugiecie y wahu (rys.3b).

W wyniku ugiecia walu zwiekszy sie odleglosé¢ srodka
masy m od osi obrotu do wartosci (y+e), przez co sita ¥ 3k ,
odsrodkowa osiagnie warto§¢ C=m(y+e)w?. | |
Z. chwilg powstania ugiecia y walu, w wale wytwarza si¢ napie¢cie sprezyste:

S=k-y k — sztywnosé¢ watu
Przy odpowiednim ugieciu watlu zachodzi rownowaga dynamiczna miedzy obu sitami:
C=S5,
miy+e)w =k.y (1)
Sztywnos¢ walu dla rozpatrywanego modelu wirnika (tarcza wirnikowa zamocowana w
polowie dlugosci walu) wynosi: K — ASE|
N 137

El [Nm?] - sztywno$¢ walu na zginanie; | [m] - dlugosé walu (odleglo$¢ miedzy lozyskami).
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Sztywno$¢ k walu mozna réwniez przedstawi¢ w postaci ogdlnej, niezaleznej od typu
wirnika jednotarczowego:

k = Q _mg
fsr Tt 2)
gdzie: Q = m-g [N] - ciezar wirnika, m [kg] - masa wirnika; g [m/s?] - przyspieszenie
ziemskie, f, [m] - statyczne ugiecie wirnika pod dzialaniem ciezaru wlasnego (przy
poziomym polozeniu walu, jak na rys. 1).
Z rownania (1) wyznacza sie warto$¢ ugiecia y przy ktérej zachodzi réwnowaga
dynamiczna sity C=S.

m, .2
k—m(o2 1—%032 (3)

Z powyzszego Wzoru wynika, ze dla predkosci katowej ©= JE ugiecie walu osigga wartos¢

y=00, czyli, ze jest to krytyczna wartosé predkosci katowej wirnika

przy ktorej nastepuje rezonans wymuszen wywolanych obrotami wirnika i czestosci drgan
wlasnych o, wirnika traktowanego jako uklad o jednym stopniu swobody drgan:
K

Op = Oy = 4/ 138(4Db)
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Wzér (3) praktyczniej jest przedstawi¢ w postaci bezwymiarowej wyznaczajac stosunek
d.=Y/e okreslajacy wielko$¢ ugiecia walu W poréwnaniu z mimosrodowoscia Srodka masy.
Jest to wielko$¢ analogiczna do wspélczynnika o, zwiekszenia amplitudy drgan
wymuszonych o jednym stopniu swobody drgan. Wspolezynnik 6, jest czasami nazywany
wspolezynnikiem narastania drgan. Uwzgledniajac zaleznos¢ (4) uzyskuje sie ze wzoru (3)

posta¢ bezwymiarowq: 2

(ke
Zmienno$¢ warto$ci wspélczynnika &, w zaleznosci od 8e — X _ _\®kr (5)
stosunku predkosci katowych o/, ,, wzglednie predkosci € 1 o g
obrotowych n/n,,, przedstawiamy w postaci wykresu okr

na rys.4, przy czym dla zakresu wartos$ci o/m,,>1 ujemna
galaz wykresu naniesiono po stronie dodatniej.

rys.4
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Z wykresu na rys.4 wynika, ze dla ® = 0 (w/w,, = 0) Jest 5,=0 czyli r6wniez y = 0, co 0znacza,
Ze nie ma ugiecia walu. W przedziale podrezonansowym dla wartosci O<o<o,,; 0<o/o, <l
ugiecie ¥ walu poczatkowo bardzo wolno wzrasta, zas dla wartosci ©®=0,5w,, jest rowne
mimosrodowosci e polozenia Srodka masy. Nastepnie Szybko wzrasta osiagajac dla
predkosci krytycznej w=wm,, wartos¢ .

Po przekroczeniu rezonansu, czyli w przedziale nadrezonansowym, dla @>®,, ugiecie watu
szybko maleje i dla duzych predkosci ®>>®,, asymptotycznie zbliza si¢ do wartosci rownej
mimosrodowosci y = €.

Taki przebieg zmiennoS$ci wspoétezynnika &, wskazuje na wystepowanie odmiennych postaci
obracajacego si¢ walu w przedziale pod- 1 nadrezonansowym. W przedziale
podrezonansowym srodek masy wirnika obraca si¢ dookota osi walu réwniez wéwczas, gdy
jest ona ugieta pod dzialaniem ciezaru wlasnego wirnika przy poziomym potozeniu watu (co
pokazano schematycznie na rys.4, w lewym gérnym rogu). Natomiast w przedziale
nadrezonansowym srodek masy wirnika zbliza sie do osi obrotu wirnika (do linii 1aczacej
lozyska) i wowczas wirnik majac ugieta o$ walu w takiej postaci obraca sie¢ dookola srodka
masy. Jest to pokazane schematycznie na rys.4 z prawej strony u gory. Taki uklad wirnika
sprzyja, stabilnoS$ci jego pracy.

Wykorzystujac zalezno$¢ miedzy predkoscia katowa |1 obrotowa wzor na predkosé
krytyczna mozna zapisaé W postaci:

(6)
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Zaleznos¢ powyzsza to wzor Foppla stuzacy do obliczania krytycznej predkosci obrotowej.
Wzor daje wynik przyblizony, ale dostatecznie dokladny dla potrzeb eksploatacyjnych.
Przeprowadzone rozwazania dotyczace wspolczynnika o, zostaly wykonane z pomini¢ciem
tltumienia drgan. W rzeczywistosci jednak tlumienie wystepuje | wplywa przez to
ograniczajaco na amplitude drgan gietnych wirnika (wahlu), rowniez przy Kkrytycznej
predkosci obrotowej n.

W celu znalezienia wplywu tlumienia na amplitude drgan gietnych wirnika (watu),
wyznaczamy wspolczynnik o,:

2
O¢ = Z = (@kzr) (7)

Jego graficzne odwzorowanie jest przedstawione na rys.5

Jak wida¢ z wykres6w zmiennosci wspoélczynnika &, W zaleznosci od warto$ci Stopnia
tlumienia y=h/w,, (rys.5), wplyw tlumienia na warto$¢ amplitudy drgan gietnych wirnika
(walu) w przedziale przyrezonansowym (krytycznym) jest znaczny. Amplituda drgan
wzrasta wprawdzie silnie, ale dzieki thumieniu tylko do wartosci ograniczonych, co ma

Istotne znaczenie. 141
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Oc 4 N o0
5

1 >0
4

wirniki V\l/irniki gibkie
3 SZtywnE'/l /\
// \\ >0
2 A,/\\ (O]
1 N
®/®y

0

T 071 14 2 253 i

zakres zakazanych
predkosci obrotowych (0,7-1,4) n,

Dla zabezpieczenia urzadzen przed nadmiernymi
drganiami wprowadza si¢ zakres zakazanych
predkosci obrotowych w przedziale
N,k ==(0,7+1,4)n,,, W ktorym nie wolno
eksploatowa¢ urzadzenia W sposéb ciagly, a jedynie
w sposob Kkrétkotrwaly, np. przy rozruchu i
zatrzymaniu urzadzenia, podczas przejscia od
podrezonansowych predkosci obrotowych (n<0,7n,,)
do nadreznansowych (n>1,4n,.) 1 odwrotnie.
Granice przedzialu 0,7+1,4 nalezy traktowaé jako
zalecenie 1 w zaleznosci od rodzaju 1 waznoSci
eksploatowanego urzadzenia moga byé zawezone,
nie bardziej jednak niz do wartosci ~ (0,85+1,25).

Dla zapewnienia bezpieczenstwa urzadzenia przed

‘nadmiernymi  drganiami, podczas pracy Ww

przyrezonansowym przedziale predkosci
obrotowych konstruuje sie wirniki dostatecznie
sztywne. Dla warunku n,,, <0,7 n, wirniki nazywa
sie wirnikami sztywnymi.
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Na przyklad, dla gléwnych turbin okretowych stosuje sie zasade projektowania wirnikéw
sztywnych. Sa one wprawdzie ciezsze, ale bezpieczne w eksploatacji.

W wielu urzadzeniach, zwlaszcza pomocniczych oraz ladowych, przewiduje sie prace
urzadzenia w przedziale nadrezonansowym. Takie wirniki, dla ktérych zachodzi
Neksp™>1,4N, Nazywa si¢ wirnikami gibkimi albo gietkimi. Przy eksploatacji urzadzenia z
wirnikiem gibkim nalezy zwracaé uwage, aby przy rozruchu i zatrzymywaniu urzadzenia
mozliwie szybko ,przejsé¢” przez przyrezonansowy zakres zakazanych predkosci
obrotowych, uniemozliwiajac w ten sposéb nadmierne rozedrganie si¢ wirnika. Przy
projektowaniu wirnika gibkiego nalezy réwniez zapewnic¢ nie tylko bezpieczne oddalenie od
rezonansu przy czestosci drgan wlasnych rzedu pierwszego (podstawowego), ale réwniez od
rezonansu przy czestosci rzedu drugiego, czyli zapewni¢, aby 1,4 N,y < Ny < 0,7 Ny

W przypadku okretowych walow napedowych, zwlaszcza przy dostatecznie duzych
odleglosciach miedzy lozyskami walu, prawie zawsze w zakresie eksploatacyjnych
predkosci obrotowych wystepuje Kkrytyczna predkos¢ obrotowa pierwszego rzedu, a
czasami i drugiego rzedu. Nalezy woéwczas tak ustalaé umowne rezimy pracy silowni
okretowej, aby znalazly si¢ one w bezpiecznej odleglosci od rezonansow, a przy zmianie
predkosci plywania trzeba mozliwie szybko przechodzi¢ przez przyrezonansowe przedzialy
predkosci obrotowych waléw.
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Wywazanie wirnikow

Weczesniej wskazano na niewywazenie jako na zrédlo drgan gietnych wirnika. Ze wzgledu
na szkodliwos¢ drgan wirnika dla eksploatacji maszyny I na wystepujace woéwczas
dynamiczne obcigzenie lozysk, drgania calej maszyny wraz z zamontowanym na niej
oprzyrzadowaniem oraz przenoszenie drgan poprzez fundament maszyny na otoczenie (w
przypadku maszyny okretowej na kadlub okretu) nalezy dazy¢ do wyeliminowania
niewywazenia wirnika. Te czynno$¢ nazywa sie¢ wywazaniem wirnika, ktére polega na
doprowadzeniu, mozliwie najdokladniejszym, Srodka masy wirnika do jego osi obrotu.
Rozrézniamy dwa rodzaje niewywazenia wirnika: statyczne 1 dynamiczne oraz
odpowiednio do nich wywazanie statyczne i dynamiczne.

Wywazanie statyczne

Niewywazenie statyczne ma miejsce wowczas, gdy Srodek ciezkosci wirnika znajduje sie
poza osig obrotu wirnika, a gtowna centralna o$ bezwladnosci jest rownolegla do osi obrotu
lub co najmniej lezy w jednej plaszczyznie z osia obrotu (rys.6). Podczas obracania sie
wirnika od niewywazonej masy powstaje wirujaca sila odsrodkowa C, ktéra powoduje
dynamiczne oddzialywanie na lozyska wirnika.

Sila C jest wypadkowg sil C, i C, bedacych silami odsrodkowymi pochodzacymi od
niewywazonych mas lewej i prawej czesci wirnika, na ktére w mysli dzielimy wirnik. - **
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Sa dwa sposoby przesuniecia srodka ciezkosci do osi obrotu. Sposob pierwszy polega na
dodaniu do czota wirnika, po przeciwnej stronie w stosunku do polozenia Srodka masy tej
czesci wirnika, pewnej masy korekcyjnej +m, ktéra wywola powstanie korekcyjnej sity
odsrodkowej C, rownowazacej sile C, (rys. 6).

rys.6

Ze wzgledu na duzy promien r umieszczenia masy korekcyjnej w stosunku do bardzo
malego mimosrodowego e, polozenia masy czesci wirnika, masa korekcyjna moze by¢
niewielka. W celu latwego zamocowania dobranej masy korekcyjnej na powierzchni
wirnika jest wytoczony specjalny wglebny pierscien w ksztalcie jaskolczego ogona, W ktory
latwo wprowadza sie odpowiedni ciezarek, ustala we wilasciwym miejscu na obwodzie |
umocowuje.

Drugi sposéb polega na odjeciu pewnej masy wirnika, z reguly na czole wirnika po tej

samej stronie osi obrotu. wirnika, po ktorej znajduje sie Srodek masy tej czesci wirnilfﬁ_;
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Mase korekcyjna -m, odejmuje sie¢ najczeSciej poprzez nawiercanie (nafrezowanie),
mozliwie daleko od osi obrotu (rys.6 lewa strona). Gdy srodek ciezkoSci tej czesci wirnika
zostanie w ten sposéb przesuniety do osi obrotu, to zniknie sita odsrodkowa C,. Wywazanie
statyczne wykonuje sie¢ najprosciej, kladac wirnik czopami na poziomych prowadnicach
(pryzmach, szynach) stabilnie zafundamentowanych (rys.7). Jezeli srodek ciezkosci wirnika
znajduje sie poza jego osiag, to wirnik sam pod wplywem sily grawitacyjnej dzieki
mozliwosci toczenia sie po prowadnicach tak sie ustawi, ze Srodek ciezko$ci znajdzie sie w
dolnym polozeniu pod osig. Opory toczenia powoduja, ze W rzeczywistosci wirnik nie zdota
sie potoczy¢ az do tego polozenia i Srodek ciezkosci znajdzie sie nieco przed pionem.

Nalezy wowczas wykonaé przetoczenie wirnika do tego polozenia z obu kierunkéw toczenia
| po kazdym ustaleniu polozenia wirnika nakresli¢ na czole wirnika linie pionowe. Przez
dwusieczng tak wyznaczonego kata przechodzi plaszczyzna, w ktorej znajduje sie Srodek
ciezkosci wirnika. Po przeciwnej stronie w stosunku do osi zamocowuje sie mase
korekcyjna +m, lub po tej samej stronie usuwa si¢ mase —m,.

rys.7
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Wywazanie statyczne wykonuje si¢ dobierajac wielkos¢ masy korekcyjnej drogq kolejnych
prob i mocujac ja w mozliwie duzej odleglosci od osi obrotu tak dlugo, az wirnik wychylony
z polozenia rownowagi juz do niego nie powroci. Wirnik obtaczany po prowadnicach
zachowuje wowczas rownowage w kazdym polozeniu.
Czynnosci korekcyjne po obu stronach wirnika wykonuje si¢ w miare jednocze$nie, aby w
efekcie przesuna¢ Srodek ciezkosci calego wirnika do jego osi obrotu | usunaé w ten sposob
sile odSrodkowa C, czyli wywazy¢ wirnik statycznie. Dla wirnikéw krétkich. np. wirnikéw
jednotarczowych masy korekcyjne wystarczy uwzglednic¢ tylko z jednej strony wirnika.
Inny sposob statycznego wywazania wirnika polega na polozeniu wirnika na dwoch
specjalnych, masywnych stojakach posiadajacych po dwie dobrze ulozyskowane rolki.
Stojaki mozna zmontowa¢ W regulowanej odleglosci miedzy nimi stosownie do osiowej
dlugosci wirnika. Wirnik osadza sie czopami na rolkach jak to pokazano na rys.8. Wirnik
sam grawitacyjnie tak si¢ ustawi na rolkach, ze Srodek ciezkosci znajdzie sie w dolnym
polozeniu. Ze wzgledu na wystepujace tarcie toczenia w lozyskach i tym razem nalezy dolne
polozenie wirnika wyznaczy¢ przez umozliwienie grawitacyjnego obrotu wirnika z obu
kierunkow obrotu. Dalsze postepowanie korekcyjne jest identyczne jak opisano przy
wywazaniu wirnika na poziomych prowadnicach.
Niewywazenie dynamiczne ma miejsce wowczas gdy Srodek ciezko$ci wirnika znajduje sie
poza osia obrotu wirnika, a glowna centralna o$ bezwladnosci jest skosna w stosunku do osi
obrotu (rys.9 oraz 10a).
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L

rys.8 rys.9 rys.10

W tym przypadku srodKki ciezkosci czesci wirnika, na jakie teoretycznie dzielimy wirnik, sa
tak rozmieszczone, ze o$ je laczaca nie przecina osi obrotu, zas powstale sily odsrodkowe
C, 1 C, nie leza w jednej plaszczyznie. OczywiScie podczas wirowania wirnika
niewywazonego dzialaja obciazenia dynamiczne. Wywazenie wirnika zaczyna sie od
wywazania statycznego. Dobierajac odpowiednie masy korekcyjne mozemy przesunaé
srodek ciezkosci wirnika do osi obrotu. Jednakze wirnik jest nadal niewywazony, gdyz
srodki ciezkosci czesSci wirnika beda znajdowaé sie¢ po przeciwnych stronach osi obrotu, a
zwigzane z nimi sily odsrodkowe C; i C, beda przeciwnie skierowane tworzac wirujaca
pare sil (rys.10b). Ten stan nazywa sie niewywazeniem momentowym. Na lozyska nadal
dzialaja obciazenia dynamiczne.

Dalsze wywazanie musi sie odbywa¢ na wywazarce dostosowanej do wywazania
dynamicznego. Jest to urzadzenie, w ktorym mozna zamontowac wirnik.




DRGANIA gietne - s.149

Po jego zalozyskowaniu mozna obracaé¢ go z narastajaca predkoscia obrotowa. Wirnik
podczas wywazania jest jednym czopem zamontowanym w lozysku stalym, a drugim w
lozysku sprezystym z mozliwoscig jednokierunkowego ruchu, dzieki czemu ten czop ma
moznos$¢ wykonywania ruchéw poziomych pod wplywem obciazenia dynamicznego czyli
drgac (rys. 11).

Obracajac wirnik i zwiekszajac jego predkos¢ obrotowa obserwuje sie drgania poziome
czopa ulozyskowanego sprezyscie, wywolane silami dynamicznymi pochodzacymi od
niewywazenia. W miare zwiekszania predkosci obrotowej dochodzi sie¢ do Krytycznej
predkosci obrotowej, kiedy amplituda drgan jest najwieksza. Jezeli ustali sie, w jakim
polozeniu wirnika wystepuje najwieksza amplituda drgan czopa, to jak wiadomo z teorii
drgan wymuszonych tlumionych oraz drgan gietnych wirnika, w rezonansie kat
przesuniecia fazowego wychylenia wynosi ¢ = 90° a wychylenie jest opéznione 0 ten kat w
stosunku do wymuszenia. Dlatego tez tatwo wnosi¢ 0 polozeniu Srodka masy. Na czole
wirnika nalezy umiesci¢ ciezarek korekcyjny, ktérego wielkos¢ ustala si¢ droga kolejnych
przyblizen, az do usuniecia drgan czopa. Korekte wywazenia wirnika nalezy wykonywa¢ na
przemian na jednym i na drugim lozysku przez ich sprezyste lub stale ulozyskowanie.
Wywazanie dynamiczne mozna wykonaé bez przekraczania Kkrytycznej predkosci
obrotowej, ale okreslenie miejsca znajdowania sie¢ Srodka ciezkosci jest wowczas
trudniejsze. e J
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Przedstawiona procedura wywazania dynamicznego zostala tutaj omoéwiona W duzym
uproszczeniu, aby przedstawi¢ zasade postepowania. W rzeczywistosci jest to operacja
bardziej zlozona 1 technicznie trudna, zwlaszcza dla duzych wirnikow ze wzgledu na ich
duzg mase. Wspolczesne wywazarki sa urzadzeniami bardzo skomplikowanymi. Sa
wyposazone W odpowiednie czujniki, mierniki, przeliczniki | wskazniki, ktore podaja
wprost wielkosci | polozenie niezbednych mas korekcyjnych, jakie nalezy zamontowaé na
czolach wirnikéw, aby uzyska¢ wywazenie statyczne 1 dynamiczne. Wywazarki sa
budowane jako wurzadzenia specjalistyczne dostosowane do wielkosci, masy 1 typu
konstrukcyjnego wirnikow, ktére maja by¢ na nich wywazane. Do pelnego wywazenia
wirnika sa z reguly potrzebne po dwie masy korekcyjne na kazda strone wirnika, ktore
odpowiednio rozmieszcza si¢ w wytoczonym na czole wirnika wglebnym pierscieniu w
ksztalcie jaskoélczego ogona. W takim wglebieniu pierscieniowym ciezarki latwo przesuwacé
obwodowo | ewentualnie uzupelmia¢é w miare wykonywania kolejnych przyblizen
wywazenia wirnika.

Na wywazarkach wywazanie przeprowadza sie z duza precyzja, jednak trudno oczekiwaé
idealnego wykonania, czyli przesuniecia srodka ciezkosci do osi obrotu wirnika. Trzeba
liczy¢ sie z pozostaloscia pewnego niewywazenia szczatkowego. Bedzie ono zrodlem
wymuszen drgan gietnych wirnika, ale duzo mniejszych, a przez to mniej szkodliwych czy
niebezpiecznych. Nadal trzeba jednak pamietaé o istnieniu krytycznej predkosci obrotowej
wirnika 1 o ograniczeniach eksploatacji wirnika (maszyny, urzadzenia) W zakresie
przyrezonansowych predkosci obrotowych. 150
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Drgania skretne i wzdluzne ukladow o skonczonej liczbie stopni swobody. Elementy
dynamiki maszyn korbowych. Drgania skretne walow i ukladow napedowych. Obroty
krytyczne. Metoda macierzy przeniesienia. Metoda Holzera.

* Uwagi ogélne

Waznym zagadnieniem zwigzanym Zz eksploatacja okretowego ukladu napedowego Z
silnikiem spalinowym tlokowym napedzajacym poprzez linie waléw (waly: oporowy,
posrednie i Srubowy) okretowa srube napedowa, sq drgania skretne.

Drgania skretne waléw s3 wywolane okresowo zmiennym momentem obrotowym
przenoszonym przez te waly, na ktory skladaja sie i maja wplyw na jego zmiennos¢:

<moment obrotowy od sil gazowych dzialajacych na tloki, zmieniajacy sie odpowiednio do
procesu roboczego przebiegajacego w cylindrach silnika.

omoment od sit bezwladnosci mas ukladu korbowego (tlok, korbowéd, korba)
wykonujacych ruch posuwisto-zwrotny przy kazdym obrocie walu korbowego.

< moment od sil hydrodynamicznych dzialajacych na skrzydla sruby obracajacej sie w
zewnetrznym osrodku wodnym o czestosci rownej iloczynowi liczby skrzydel sruby i liczby
obrotow walu Srubowego. 151
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Wystepujace drgania skretne wywoluja powstanie w walach dodatkowych naprezen
stycznych, ktore sumuja sie z naprezeniami Stycznymi od momentu obrotowego
przenoszonego przez waly od silnika gléwnego do Sruby napedowej i jako okresowo
Zmienne obcigzajq waly zmeczeniowo.

Szczegolnie niebezpieczne jest wystapienie rezonansu drgan skretnych, kiedy wartosci
naprezen stycznych od drgan skretnych moga przekroczyé¢ okreslong dla danych walow
warto$¢ dopuszczalng | doprowadzi¢ do zmeczeniowego pekniecia walu. Niebezpieczenstwo
to wynika i z faktu, ze rezonans drgan skretnych jest praktycznie nierozpoznawalny i moze by¢
nie zauwazony przez obstuge sitowni okrgtowej, W odroznieniu od rezonansu drgan gigtnych,
przy ktorym wystepuje gwattowne ,,bicie” watu w tozyskach, co natychmiast zwraca uwage
zatlogi na koniecznos¢ zmiany predkosci obrotowej watu 1 unikniecie w ten sposob
niebezpiecznej pracy urzadzenia w rezonansie.

Dla kazdego ukladu napedowego z ttokowym silnikiem gléwnym musza by¢ wykonane
jeszcze w okresie projektowania dokladne obliczenia drgan skretnych. Na te obliczenia
skladaja sie:

- wyznaczenie czestosci wlasnych drgan skretnych i odpowiadajacych im form drgan;

- wyznaczenie predkosci obrotowych ukladu, przy ktérych, wystapia rezonanse drgan
skretnych;

- obliczenie dodatkowych naprezen od drgam skretnych (zwlaszcza w rezonansach) |
porownanie ich z wartosciami dopuszczalnymi okreslonymi w odpowiednich przepisach.

- w przypadku wystgpienia nadmiernych naprezen w rezonansie drgan skretnych
okreslenie zakresu przyrezonansowych predkosci obrotowych ukladu napedé¥dego
zabronionych dla pracy ciaglej.
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Analiza dynamiczna ukladu korbowego

Uklad korbowy zlozony z tloka, korbowodu i korby walu korbowego jest mechanizmem
przeznaczonym do zamiany ruchu posuwisto-zwrotnego tloka w cylindrze silnika
spalinowego na ruch obrotowy walu korbowego. Jezeli na czop tlokowy A dziala jakas sila
P o kierunku zgodnym z osig cylindra, to latwo znalez¢ jej sktadowe (rys.):

- P, site docisku tloka do gtadzi cylindrowej;

- P, site przeniesiona wzdtuz korbowodu do czopa korbowego C.

P,=P/cos
P.=Ptg B
P,=P, sin p=P,
P,=P, cos B=P
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Site P, redukuje sie do osi O czopa ramowego (lozyskowego) watu korbowego (sity P,= P, =
P,”). W ten sposéb uzyskuje sie pare sit P, P,” dajaca moment obrotowy o ramieniu a oraz
site P,” oddzialywania na lozysko walu korbowego. Te ostatnig sile rozklada sie na
sktadowe sily - pionowg P, i pozioma P,.

Z trojkatéw sit dzialajacych na czop tloka i na lozysko walu korbowego uzyskuje sie
zaleznosci:

p p
P =P-tg(p) Pzzm F2 = zcos(ﬁ)— (B)COS(B) P

: P :

Pr=PF,sin(B)=——7—-sin(B)=P-tg(B)=R
cos(B)

w ktorych kat 3 jest katem odchylenia korbowodu.

W wyniku dzialania sily P na uklad korbowy powstaje miedzy innymi moment pary sil

P,P," jako moment obrotowy walu korbowego, ktéry wynosi:

P :
M:Pz-azm-ht-sm(ﬁ):P-ht-tg(B) (1)

Moment ten jest réwny momentowi pary sit P, P, o ramieniu h, (odleglosci czopa tloka od
osi walu korbowego) jako momentowi przeciwdzialania, tj. oddzialywania 1%%eSci
ruchomych silnika na jego czesci stale (Scianki cylindra, lozyska ramowe).
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Jak wynika ze wzoru (1) moment obrotowy M nawet dla stalej wartosci sily P jest
okresowo zmienny, gdyz dla kazdego obrotu walu zmieniaja si¢ okresowo kat 3 odchylenia
korbowodu oraz odleglo$¢ h.. Sitami P dzialajacymi na czop tlokowy moga by¢: sila gazowa
P, od ciSnienia gazow spalinowych w cylindrze na denko tloka oraz sita bezwladnosci B,
mas zwiazanych z czopem tlokowym | wykonujacych ruchy posuwisto-zwrotne.

Aby wyznaczy¢ sile bezwladnosci B nalezy najpierw wyznaczy¢ wielkos¢ przyspieszenia
czopa tloka w ruchu posuwisto-zwrotnym. W dowolnej chwili t czop tloka A Zzostaje
przesuniety z gérnego punktu zwrotnego (GPZ) na odleglo$¢ X, (rys.2). Te samg odleglos¢
X; mozna wyznaczy¢ jako sume dwéch odcinkow, bedacych czesciami rzutéw dhlugosci |
korbowodu oraz ramienia r korby na o$ x cylindra.

X = 1(1—cos B)+r(1—cos wt)
(2)
Dokladne uzaleznienie kata 3 odchylenia korbowodu od kata ot obrotu korby jest bardzo
zlozone. Zwykle stosuje sie roznego rodzaju uproszczenia lub poprawki, ktore sa opisane w
podrecznikach teorii silnikow spalinowych. Tutaj zostanie przedstawiony jeden ze
sposobow wykorzystujacych prosta zaleznos¢, ze

\/1—az1—%a

jezeli liczba a jest liczba mala. Wprowadza sie réwniez stosunek A dlugo$ci r ramienia
korby do dhugosci | korbowodu A=r/l . 155



DRGANIA skretne i wzdiuzne - s.156

Wykorzystujac znane wzory trygonometryczne oraz powyzsze uproszczenia wzor (2)
mozna zapisaé¢ w formie:

X; ~ I(1—1+%k2 sin‘ a)t)+ r(1—cos wt)= (r +1 kzl) r(cos wt +1 . cos 2wt )

Z. tej zaleznosci poprzez kolejne obliczenie pochodnych znajduje si¢ wyrazenie na predkos¢

X, I przyspieszenie X, ruchu tloka:

rys.2

v

X~ r(o(sin ot +%k Sin 20)’[)
£~ ro’(cos ot +A.cos 2wt)

Przyspieszenie X, czopa tloka zmienia si¢ zatem w cyklu
kazdego obrotu walu korbowego jak suma dwéch
skladowych harmonicznych, co pokazano na rys.3. Tak
samo zmienia sig¢ sita bezwladnosci B, ,; mas zwigzanych z
czopem tlokowym. Jak latwo sprawdzié, czop korby C
wykonujac ruch po obwodzie kola podlega jedynie
przyspieszeniu dosrodkowemu, a sila odsrodkowa, jako
sita bezwladnos$ci mas zwiazanych z czopem Kkorby,
przechodzi przez o$§ O walu korbowego i nie mawpltywu
na moment obrotowy silnika.
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X A=} Nalezy zatem okresli¢ masy m,, _zwiqzane Z czopem
rfeased tlokowyn_l, wykonujace wraz z nim ruch posuwisto-
a zwrotny | wywierajace na niego site bezwladnosci B ..
X Arar?cos2eot Do tych mas nalezg przede wszystkim m, masa tloka
/ / of wraz z masg czopa tlokowego, a ponadto czesé¢ masy

0 korbowodu.

\“/ \W Korbowéd wykonuje bardzo zlozony ruch posuwisty i
\\ /] obrotowy (wahliwy). Jeden z jego koncéw, mianowicie
\\ / / leb korbowy, jako polaczony z czopem tlokowym,

wykonuje ruch posuwisto-zwrotny wzdluz osi cylindra.
v WS- Natomiast drugi koniec, czyli stopa korbowodu jako

zwiazana z czopem korby, wykonuje ruch po kole.
Wszystkie pozostale punkty korbowodu wykonuja ruchy eliptyczne. Dokladne
uwzglednienie tych wszystkich ruchéw dla wyliczenia sit bezwladnosci mas korbowodu
byloby bardzo skomplikowane. Dlatego dla uproszczenia obliczen mase korbowodu m,
dzieli sie¢ na dwie czeSci:
- odtlokowa m,, i przypisuje sie ja do mas zwiazanych z czopem tloka, tj. wykonujacych
ruch posuwisto-zwrotny;
- odkorbowa m,, i przypisuje sie ja do mas zwiazanych z czopem korby, tj. wykonujacych
ruch obrotowy.
Podzial masy korbowodu na obie czeSci wyznacza poloienie §rodka masy (ci¢ZKosci)
korbowodu.
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Calkowita masa m,,; zwigzana z czopem tlokowym | wykonujaca ruchy posuwisto-zwrotne
WYNOSI:
mpos : mt t mkt
| wplywa na wartos¢ sity bezwladnosci B
2

Ta z kolei ma wplyw na wielkos¢ momentu obrotowego od sit bezwladnosci:
My = Bpos : ht 193
h, =1-(cosB+Acos wt)
Po przeksztalceniach i uwzglednieniu zaleznoS$ci trygonometrycznych otrzymujemy:
M, =1 m .r’o’[31sin ot —sin 2ot — 2 Asin 3ot |

Uwzgledniajac czwartg skladowa harmoniczna oraz zmniejszenie momentu dla kroétkich
korbowodow mamy:

a-b—k

M, =1 mposrzmz[gksin (Dt—(1+ mkjsin 2wt — 2 Asin 3ot — 1 2% sin 40)’[}

2 al
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Analiza harmoniczna momentu obrotowego silnika spalinowego tlokowego

Jednym z gléwnych zrédel drgan skretnych linii walow ukladu napedowego jest okresowa
zmienno$¢ momentu obrotowego silnika spalinowego tlokowego. Moment ten pochodzi od
dzialania ci$nienia gazéw spalinowych na tlok w cylindrze silnika.

Moment obrotowy M, od sil gazowych jako okresowo zmienny moze by¢ rozlozony na
skladowe harmoniczne 1 przedstawiony w postaci szeregu Fouriera. Poniewaz okres
zmiennosci momentu M, nie da si¢ przedstawi¢ w postaci funkcji, zatem jego analize
harmoniczng wykonuje si¢ metodami numerycznymi. Analizy takie wykonuja firmy
produkujace silniki spalinowe, ktére podczas badan silnikéw na hamowniach ustalaja
dokladne przebiegi zmiennosci momentu obrotowego M, a wyniki analiz przedstawiaja w
postaci odpowiednich wykreséw | udostepniaja biurom projektowym zajmujacym sie
projektowaniem ukladu napedowego okretu.

Przebiegi wykresow M, zaleza od rodzaju silnika, rodzaju spalanego paliwa, wielkosci
dawki paliwa, zastosowania doladowania, a przede wszystkim od typu silnika -
dwusuwowego lub czterosuwowego.

W pierwszym przypadku okres zmiennosci momentu obrotowego M, przypada na kazdy
obrot, a w drugim przypadku na kazde dwa obroty walu korbowego. Ma to wplyw na
numeracje rzedow kolejnych skladowych harmonicznych. Jest to schematycznie

przedstawione na rysunkach. 159
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Rz¢dem v skladowej harmonicznej momentu_obrotowego M, silnika nazywa si¢ liczbe
pelnych cykli zmian (sinusoid) momentu skladowego M, przypadajacych na 1 obrot walu
korbowego silnika. Dlatego dla silnika 2-suwowego numeracja jest okreslona liczbami
calkowitymi, a dla silnika 4-suwowego liczbami potowkowymi.

Silnik 2-suwowy: v=1,2,3,4,5,6, ... .

Silnik 4-suwowy: v=1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, 3, ... .

Rzedy skladowych harmonicznych odpowiadajace liczbie cylindréw silnika oraz jej
wielokrotno$ci nazywa sie rzedami gléwnymi. Na przyklad, dla silnika 6-cylindrowego
rzedami gldwnymi s3:

silnik 2-suwowy: v=6, 12, 18, 24, ...,

silnik 4-suwowy: v=3, 6, 9, 12, ....

Pozostale rzedy nosza nazwe rzedow pobocznych. Aby wykonaé¢ dostatecznie dokladne
obliczenia teoretyczne drgan skretnych, analize harmoniczng przeprowadza sie do
kilkunastu, a nawet dwudziestu kilku rzedow sktadowych harmonicznych.

Koncowe wykresy analizy harmonicznej momentu obrotowego M, silnika spalinowego, aby
uniezalezni¢ je od wielkosci silnika, podaje sie w postaci obliczonych wspoélczynnikow
harmonicznych c, [MPa] dla kolejnych sktadowych harmonicznych w funkcji Sredniego
cisnienia indykowanego p; w cylindrze silnika, zaleznego od dawki paliwa, rodzaju spalania
I ewentualnego zastosowania doladowania. Takie wykresy maja charakter uniwersalny dla
okreslonego typoszeregu silnikow, a moggq by¢ nawet stosowane z pewnym przyblizeniem
dla silnikéw podobnych. 162
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Za pomoca wspolczynnika harmonicznego c, oblicza si¢ amplitude skladowej harmonicznej
M, momentu obrotowego silnika stosujac wzor:

M,=c,-F-r

M, — amplituda v — tej sktadowej harmonicznej momentu obrotowego silnika;

c, — wspoétezynnik harmoniczny;

F — pole powierzchni denka tloka;

r — promien wykorbienia.

Moment obrotowy silnika spalinowego M, od sil gazowych mozna przedstawi¢ w postaci
szeregu Fouriera:

n
Mg =My +> M, sin(vot+o,); v=i —2suw; v=3i-4suw
i=1

M, — $Sredni moment obrotowy silnika;
¢, — kat przesuniecia fazowego v-tej skladowej harmonicznej;
n — liczba uwzglednionych skladowych harmonicznych.
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Calkowity moment obrotowy silnika jest suma momentu M; od sit gazowych oraz momentu
M, od sil bezwladnos$ci mas wykonujacych ruchy posuwisto-zwrotne:

M =M, + M,

OczywisScie dotyczy to tylko trzech lub czterech pierwszych rzedow skiadowych
harmonicznych, gdyz tylko tyle ich zawiera wzoér okreslajacy M,. Dla dalszych rzedéw
skladowe harmoniczne zaleza wylacznie od sil gazowych. Niektore firmy podajac wartosci
wspoleczynnikow harmonicznych c, uwzgledniaja juz w nich laczny moment od sil
gazowych i sil bezwladnosSci.

Na kolejnych rysunkach zostaly przedstawione wykresy o charakterze ogoélnym
wspoleczynnikow ¢, skladowych harmonicznych dla silnikow czterosuwowych
wysokopreznych bez doladowania (rys.a) i z doladowaniem (rys.b) oraz dla silnika
dwusuwowego wysokopreznego (rys.c).

oy
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Drgania liniowe ukladow o skonczonej liczbie stopni swobody. Zagadnienia ogolne
modelowania ukladow cigglych. Rownania drgan ukladow dyskretnych. Drgania wlasne i
wymuszone. Rownania czestosci. Wartosci wlasne i ich interpretacja.

% Uwagi ogolne

Teoria malych drgan ukladéw o wielu stopniach swobody jest naturalnym uogoélnieniem
przedstawionej w wykladzie 6 teorii ukladéw o dwéch stopniach swobody. Zalozenie drgan
malych jest niezbedne do zachowania liniowosci ukladu.

Ro6znorodnosé¢ ukladéw uniemozliwia wyczerpanie ich podstawowych modeli. Sa jednak
dwa rodzaje ukladéw o wielu stopniach swobody, ktore stanowia dwa z najwazniejszych
dzialow teorii drgan.

Reprezentujacy Je model sprowadza si¢ do belki lub sprezystego niewazkiego walu
niosgcego skonczona liczbe cial skupionych. W pierwszym typie ukladéw ciala te sa
traktowane jako cienkie tarcze mogace wykonywac¢ ruch obrotowy dokola osi watu (rys.1)
zwiazany z Jego skrecaniem. Mowi si¢ wtedy o drganiach skretnych walow z wieloma
tarczami. |

Rys.1

165
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W drugim typie ukladow ciala te moga, w pierwszym przyblizeniu, wykonywa¢ ruch
postepowy W Kierunku poprzecznym do osi watu (rys. 2), zwiazany z jego zginaniem. Bryly
te mogg wigc by¢ traktowane jako punkty materialne.

Sc1slej rzecz biorac ruchowi temu towarzysza obroty tych bryl (rys. c) zwiazane z katem
ugiecia walu. UScislenie to jest konieczne tylko w przypadkach, gdy wal niesie tarcze o
duzej Srednicy (np. tarcze wirnikowe turbin) lub gdy Srednica jego jest duza wzgledem
dlugosci i zwykla teoria zginania belek przestaje by¢ wystarczajaco dokladna.

Pierwszy typ ukladéw znajduje szerokie zastosowanie w dynamice maszyn 0 znacznej
zmiennosci momentu napedowego lub momentu oporu, ktére moga wzbudzaé drgania
skretne waléw napedowych, np. waléw korbowych silnikow | sprezarek, maszyn
elektrycznych, walow napedowych (np. Srub okretowych) itp.

Drugi typ ukladéw sa to przyblizone modele dynamiczne waléw, belek itp. elementéw
maszyn | konstrukcji, ktérych mase skupiono w n punktach. Znajduja one szerokie | wiazne
zastosowanie w dynamlce maszyn wirnikowych oraz w dynamice konstrukcji nosnych.

my mj
a) = ma = Mnp

B - ) W

Y L, S7—1 W
%"' D/’% g my Eumz

_;/;—O —O= O 0= Rys.2 100
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Rozpatrzmy szczegolowo uklad z rys.l. Przyjmijmy katy obrotu ¢; jako wspolrzedne
uogolnione Na podstawie Il prawa Newtona dla ruchu obrotowego otrzymujemy rownania
ruchu ktére dla matych drgan skretnych majg postaé:

B, = k(02 — 1)

B = k(02 — 1)+ ko (03~ 92) i=12.34 *)
By = —ky (03 - (Pz) ks(@4 —@3)

B4 = —k3(ps —@3)

Rownania (*) opisuja drgania wlasne skretne ukladu o czterech stopniach swobodnych.
Poszukujemy rozwigzan w postaci:

@; = D;cos(at); 1=1,2,34

Po podstawieniu do rownan (*) otrzymujemy réwnanie charakterystyczne:

~Ba’ —k, 0 0
Ky ky +ky —Boo” —k, 0 |_,
0 —k, K, +ks—Bsa® kg (**)
0 0 — ks kg — Bgot? 167
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Z rownania (**) wyznaczamy cztery czestosci drgan wlasnych | nastepnie cztery stosunki
amplitud @, , ktore okreslaja postaé drgan, odpowiadajgca znalezionej czestosci.

* Drgania ukladéw o wielu stopniach swobody

Wiekszosé¢ rzeczywistych ukladéw mechanicznych nie moze by¢ zastapiona W sposob
adekwatny modelem o jednym stopniu swobody. Konieczne jest wiec budowanie modeli o
wielu stopniach swobody.

Rownania ruchu liniowego modelu ukladu mechanicznego

Przy zalozeniu liniowe] sprezystosci | liniowego tlumienia wiskotycznego ukladu, male
drgania w otoczeniu polozenia réwnowagi ukladu opisane sa rownaniami Lagrange'a |l
rodzaju, o nastepujacej postaci:

a,+a, & +...+a,8+Db &+b & +..+D,d+C 0, +C 0, +...+C 0, = Fl(t)
8,0+, +...+ 8,8+ D, &+ b, & +...+ b & +Cpi0; +Cp00, +...+Cp0, = Fz(t) 1)

asl@+ 852@4- et ass@_i_ bsl¢?f+ bszdé ...t bsse?g + Cslql + Cszqz +...+ Cssqs N Fs (t)

gdzie: s - liczba stopni swobody ukladu. 168
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Uklad rownan rézniczkowych (1) mozna przedstawié¢ w postaci macierzowej:

Adkt) + Btt) + Cqft) = F(t) 2)

gdzie: &)@?@), CI(t) —jednokolumnowe macierze uogolnionych przyspieszen, predkosci |

przemieszczen. _ @(’[)_ _(Zﬁg (t)_ _ql (’[)_
%): @(t) Kfé’[)= Gﬁg(’[) q(t): 9, (t)

M M M 3)
&&(t) &(t) g,(t))]

F(t) — jednokolumnowa macierz sit zewnetrznych niepotencjalnych F;(t), dzialajacych na
kierunku i-tej wspolrzednej uogélnionej
F (1)

F(t)= Fﬁ) (4)

F(t).

Sity F(t) sa jawnymi funkcjami czasu t i nazywa sie je sitami wymuszajacymi. Sily te nie sg
funkcjami przyspieszenia (sa nimi sily bezwladnosci), nie sa sitami predkosci (sa nimi sily
tlumienia, np. wiskotycznego) i nie sa funkcjami polozenia (sa nimi sily potencjalngg np.
sprezystosci, ciezkosci).
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< Drgania liniowe swobodne

Jesli zalozy¢ w ogélnym modelu matematycznym (2) ukladéw mechanicznych brak sit
ttumiacych i sil zewnetrznych tzn.

VB=0 i F(t)=0 (5)
t>0

otrzyma sie model matematyczny liniowego ukladu zachowawczego o wielu stopniach

swobody X &t) C q(t) s 4

gdzie: A - macierz bezwladnosci; C - macierz sztywnosci ukladu.

Macierze A i C sa okreslone dodatnio (tzn. wyznaczniki gléwne macierzy i wszystkie
wyznaczniki podmacierzy sa dodatnie), a tym samym macierze te sa nieosobliwe
(wyznaczniki gtéwne sg rézne od zera).

Zaklada sie znajomos¢ warunkow poczatkowych ruchu ukladu analogicznie do warunkow
ukladu 0 jednym stopniu swobody:

_ql(t:O)_ Gl
\t=0 20
q(t:O): g (M ) _ qM —q, @fé’[zO)z@fg (7)
170
_qs (t = O)_ _qsO_
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Drgania swobodne ukladu o0 wielu stopniach swobody nie zawsze sa harmoniczne
niezaleznie od warunkow poczatkowych, tak jak jest to w przypadku ukladu o jednym
stopniu swobody.

Istnieje mozliwo$¢ doboru takich warunkéw poczatkowych, ze drgania swobodne mas
ukladu o wielu stopniach swobody sa wowezas harmoniczne. Nazywa sie je drganiami
gléwnymi lub wlasnymi ukladu.

< Drgania gléwne ukladu

Zalozmy, ze wszystkie masy ukladu drgaja harmonicznie z jednakowa czestoscia i faza tzn.
przewiduje sie rownania rozniczkowe ruchu w postaci

[y, sin (a)t +¢ )_ W

q(e)=| ¥ Si“(l\“;”?’) =2 kin(or-+9) = wsin(or + )

yosinortg)) Lu,

(8)

gdzie:

S - liczba stopni swobody uktadu,

Wi — amplituda i-tej wspotrzednej uogolnionej g;(t),

1) - faza ruchu uktadu jednakowa dla wszystkich jego mas, 171
\V/ - macierz jednokolumnowa amplitud .
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Po dwukrotnym zrozniczkowaniu rownania (8) otrzymujemy:

&&t)=—y o’ sin(wt+¢) (9)
ktore po podstawieniu do ogolnego rownania ruchu (6) wyznacza rownanie
2 i _

przy czym jest ono prawdziwe dla dowolnego t, a wiec rowniez dla sin(wt+¢@)#0; stad
otrzymuje sie warunek wystepowania drgan wlasnych ukladu:

(C-w’A)y =0 )

W réwnaniu macierzowym (11) nieznanymi sg: skalar «? i macierz jednokolumnowa w. Jest to
jednak uktad rownan algebraicznych jednorodnych, liniowych wzgledem amplitud y4;, w postaci
S rOwnan.

2 2 2
(Cll_w all)W1+(C12_a) alz)W2+---+(C1s_0) a1s)Ws =0

2 2 2
(Czl_a) a21)%”1 +(C22—a) azz)Wz +---+(Czs —w azs)Ws =0

(12)

172
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Rozwigzania niezerowe, tzn. y= 0, istniejg, dla takiego uktadu rownan, gdy wyznacznik gtowny
macierzy (C—-a?A) jest rowny zero [macierz (C—a?A) jest wowczas osobliwal.

2 2 2

C,—wa, C,—-wa, A Cy-wa;
2 2 2

C, —@"a,, Cyp-—w'a,, A Cy—w a,
M M M

2 2 2
Csl — asl CSZ —Q asz A Css —Q ass

=0 (13)

Wyznacznik ten po rozwinieciu jest wielomianem stopnia s wzgledem «? tzw. wielomianem
charakterystycznym uktadu réwnan (12) lub réwnaniem czestosci. Jesli macierze A 1 C sa
dodatnio okreslone, to wszystkie pierwiastki o, @5, ... ®> roéwnania (13) sa liczbami
rzeczywistymi i dodatnimi, niekoniecznie ré6znymi.

Liczby w,, @,, ..., @, sa wobec przewidywanych réwnan ruchu (8) nazywane czestosciami
drgan gléwnych lub czestosciami drgan wlasnych ukladu.

Kazda z czesto$ci @, podstawiona do réwnan (12) czyni macierz (C— «?A) osobliwa. Istnieje

wowczas nNiezerowe rozwiazanie:
- - - - 14
y =yl 0T (14)

odpowiadajace i-te] czestosci drgan wlasnych i spelniajace ré6wnanie macierzowe:

c-w?Aly? -0 e
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Nalezy zauwazy¢, ze kazdy wektor o y®, gdzie o0, jest tez rozwigzaniem rownania (11).
Wektor w( wyznaczony jest wiec z doktadno$ciag do stalego czynnika « i okresla jednoznacznie
I-ta posta¢ drgan wilasnych (drgan gldéwnych) odpowiadajaca I-te] czgstosci drgan wilasnych.
Uktad o s stopniach swobody posiada zatem s czestosci @; drgan wilasnych 1 S Im
odpowiadajgcych postaci drgan y(®. Macierz X utworzona z wektorow kolumnowych () postaci
drgan whasnych nazwano

) P A Y]
(1) (2) (s)
vt v A v ) w (s)
X = =(Y"/¥yY“ ...¥
R ] (16)
Ly oy Ayl

Poszukiwania czestoSci @; i postaci y® drgan wlasnych jest w ogdlnosci zagadnieniem
poszukiwania wartosci I wektorow wilasnych macierzy rozwazanym w algebrze liniowej 1 przy
obecnym rozwoju techniki komputerowej jest niezbyt trudne.

Warto zauwazy¢, ze macierz dotaczona D macierzy D = C — @?A spelnia roéwnanie (15) tzn.

DD=0 (17)
przy czym macierza dotgczong b nazywa si¢ macierz transponowang macierzy utworzonej z
dopetnien algebraicznych D;; macierzy D:
_In |T. 1\ A
gdzie: b—[Du] , Du—( 1) Au
A jest wyznacznikiem macierzy utworzonej z macierzy D po skresleniu W niej i-tego Whietsza |
i-tej kolumny
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Oznacza to, ze elementy D; dowolnej kolumny macierzy dotaczonej wyznaczonej dla i-tej

czestoSci wlasnej @, majag sie do siebie tak, jak elementy wektora jednokolumnowego

okreslajacego I-ta posta¢ drgan wlasnych 5 5
j2

i _

D
)

w) w)

Zatézmy do dalszych rozwazan, ze czestosci w; i postacie y{) zostaty wyznaczone, przy czym
wszystkie czgstosci sg rozne | utozone W rosnacy cigg wartosci:

W, < Wy < W3 <...< W

Kazdej czgstosci wlasnej w; odpowiada wiec I-te drganie wiasne (i-te drganie gidwne)

qV(t)= oy sin(wit + ) i=12,..., (18)
przy czym drgania te sg niezalezne liniowo. Ich suma jest wigc rozwigzaniem ogdlnym réwnania
(6) .o s

at)=>q") =3 sy sin(wit +¢;)
i=1 i=1 (19)

tzn. przedstawia ruch swobodny uktadu zalezny od 2s statych o, ¢ wyznaczanych z 2s
warunkow poczatkowych ruchu (7)

S . S .
at=0)=q, = Yoy Vsing; @t =0)=d = > aopsing,
i=1 i=1
Przy dowolnych warunkach poczatkowych ruch ukladu nie jest na ogoél ruchem wiasnym
(glownym).

(20)
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Zewnetrzne wymuszenia sg zazwyczaj okresowe, ale nieharmoniczne. Mozna jednak te
okresowe obcigzenia przedstawi¢ w postaci sumy nieskonczonej skladowych
harmonicznych.

W ukladzie liniowym obowiazuje zasada superpozycji, stad rozwaza sie¢ tutaj ruch ukladu
wymuszony harmonicznie zmiennym obcigzeniem. Ruch wypadkowy ukladu jest bowiem
suma ruchow skladowych spowodowanych oddzielnie dzialajacymi skladowymi
harmonicznymi wymuszenia.

Macierz podatnosci dynamicznej

Zatozmy, ze na uktad zachowaweczy o s stopniach swobody | 0 znanej macierzy bezwtadnosci A |
sztywnosci C dziata wektor s wymuszen harmonicznych na s kierunkach wspotrzednych
uogolnionych @, o jednakowych zerowych fazach poczatkowych

F(t)=[F, F,...F.] sinut o)
gdzie:

F,=[F, F,..F]" wektor amplitud (rzeczywistych) sit wymuszajacych,
v— czestos¢ harmonicznie zmiennych sit wymuszajacych; v jest liczba dana.
176
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Roéwnanie rozniczkowe rozpatrywanego ruchu wymuszonego
A §t)+ Cq(t)=F, sint (22)
ma rozwiazanie ogdlne analogiczne do rozwigzania takiego réwnania ruchu dla ukladu o

jednym stopniu swobody. Tutaj interesuje nas tylko rozwigzanie szczegélne rownania
niejednorodnego. Przewiduje sie je w postaci wektora:

q(t)=®sinit =[¢, @, ... 4| sinut (23)

gdzie:
®=[¢ ¢, ...4,]' —wektor amplitud wspélrzednych uogélnionych,
v— czestos¢ harmonicznych zmian wspéhrzednych uogélnionych.

Po dwukrotnym zrézniczkowaniu (23) i podstawieniu do (22) otrzymuje sie rownanie:

(—AV2 +C)<I)sinvt:Fasinvt (24)
a po podzieleniu przez sinvt
(C-v’A)o=F, (25)
gdzie: C—- 12 A=K —macierz tzw. sztywnosci dynamicznej ukladu zachowawczego
_C11 _Vzall Cir _Vzalz A c _Vzals " (26)
K = Cy _Vzazl Cy _V2322 A Cy _Vzazs czvli K®d=F
M M M y 2 177
_Csl _V2a51 Cs, _V2a52 A Css _Vzass |
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Jesli zalozy sie, ze czesto$¢ v wymuszenia jest rézna od ktérejkolwiek czestosci wlasnej @,

V #

| = 1,2,...8 (27)

to macierz K jest nieosobliwa: |K| # 0 i istnieje macierz odwrotna K-1. Nazwano ja macierza

podatnosci dynamicznej ukladu zachowawczego

_711 Y12
= Va1 Va2
M M

_7/51 7/31

Macierz K jak i I" sg symetryczne tzn.

K=

Ay ’
VA
M
A Y
KT,

=K' = (C — va)_1 (28)

r=I" (29)

Przy znanej czestosci wymuszenia v oraz oczywiscie znanych macierzach A 1 C mozna
wyznaczy¢ macierz podatnosci I', a nastepnie wektor amplitud ® wspotrzednych uogoélnionych

O=K1F,=TF, (30)
oraz rownania ruchu uktadu (oczywiscie przy v+ w;, 1=1,...,S)

q(t)=TF,sinut

178
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W przypadku v = w;, 1=1,...,s macierz K jest osobliwa (jest po prostu macierza C—wA) I
elementy macierzy podatnosci daza do nieskonczonos$ci, a rozwigzania stajg si¢ nieograniczone.
Mowi si¢ wowczas 0 rezonansie uktadu o wielu stopniach swobody.

Uwzgledniajac (28) 1 (30) mozna napisa¢ réwnanie amplitud wspotrzednych uogélnionych g;, z
ktorego wynika sens fizyczny elementu y; macierzy podatnosci dynamicznej I': okresla on
wptyw amplitudy F; J-tego wymuszenia na amplitude @; i-te] wspotrzgdnej uogolnionej g; dla
danej czestosci v wymuszenia harmonicznego. Sens fizyczny elementu podatnosci y; Jest wige
podobny do modutu podatnosci ¥ uktadu o jednym stopniu swobody.

D, o A s[RI [rR R A R
® = P, _| 721 V22 A7 || R _ yaF raF A sk (31)
M M M M|| M M M M

@s _7/31 7/52 A 7/55_ FSJ _7/le1 7/32F2 A 7/5st_

Praktyczne metody obliczania macierzy podatnosci dynamicznej

Obliczanie macierzy podatnosci I' bezposrednio wg wzoru (28) tzn. przez poszukiwanie
macierzy odwrotnej K wzgledem macierzy sztywnosci dynamicznej K jest dla uktadéow o
liczbie stopni swobody wigkszej niz dwa bardzo mato efektywne. Elementy macierzy podatnosci

tatwiej wyznacza si¢ wykorzystujac zasade ortogonalnosci drgan gtownych. 179
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Drgania wymuszone obciazeniem harmonicznie zmiennym liniowego ukladu
niezachowawczego. Zespolona macierz podatnosci dynamicznej

Model matematyczny liniowego ukladu niezachowawczego opisuje rownanie macierzowe:

A 1)+ B ) + C q(t) = F(t) (32

Okazuje sie, ze w przypadku, gdy w ukladzie wystepuje tlhumienie odpowiedzi ukladu, tzn.
drgania poszczegolnych jego mas odbywaja sie z pewnym, w ogolnosci roznym dla
poszczegolnych mas ukladu, opéznieniem fazowym wzgledem sil wymuszajacych, nawet
wowczas, gdy maja one jednakowa czestosé | faze poczatkowa.

Mozna wprawdzie znalezé¢ takie szczegolne skojarzenia czestosci, amplitud 1 faz sil
wymuszajacych, ze masy ukladu bedace pod dzialaniem takich harmonicznych wymuszen
drgaja z jedna zgodna wzajemnie faza.

Drgania tego rodzaju nie maja jednak praktycznie wiekszego znaczenia. W ogoélnoSci
bowiem przy dowolnym skojarzeniu sil harmonicznych o zgodnych nawet fazach
opo6znienia fazowe ruchéw mas ukladu sa rézne. Analiza ruchu takiego uktadu w dziedzinie
liczb rzeczywistych jest bardzo utrudniona, nieefektywna. Wygodnie jest natomiast
przedstawia¢ ruch ukladu w dziedzinie liczb zespolonych. Zaklada sie wiec, ze dotychczas
rozwazany Wektor wymuszen harmonicznych

F(t)=|F F,..F | sinu (33
stanowi cze$¢ urojona Imf(t) zespolonego wymuszenia harmonicznego
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|
— : F :
F(t)=F,e’" =F, (cosvt + jsinwv)= 1\2/[ e’ (34)

| £ |

gdzie:
J = jednostka urojona
F,=[F, F, ... F]" wektor amplitud sit wymuszajacych o zgodnej fazie.
Rownanie ruchu ukladu bedacego pod dzialaniem zespolonego wymuszenia (34) mozna
my A &)+ B t)+Cq(t)=F, e
(35)

gdzie:
q(t) — zespolony wektor wspélrzednych uogélnionych,

&), &t) — zespolone wektory przyspieszen | predkosci uogolnionych ukladu.
Rozwiazanie szczegoélne rownania (35) przewiduje sie w postaci

q(t)=@e e
gdzie:

® - wektor zespolonych amplitud wspélrzednych uogolnionych q(t) o takiej samej

czestosci v.
181
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Zespolona macierz sztywnos$ci dynamicznej ukladu wynosi:

K=C-v’A+ jvB (37)

Jesli zalozy¢, ze macierz sztywnosci K jest nieosobliwa, to istnieje macierz odwrotna do
niej I' zwana macierza zespolonej podatnosci dynamicznej

r=K" z[C—v2A+ ijr (38)
| wowczas rownanie amplitud wspotrzednych uogolnionych jest postaci
- .
P=K F,=TF, (39)
a wektor wspotrzednych uogoélnionych
q(t)=T Fe™ (40)

Liczby zespolone umozliwiaja uwzglednienie roznic faz sil wymuszajacych. Zal6zmy
bowiem, ze sily wymuszajace majq te samg czestos$¢ v, ale rézne fazy ¢

(0= Fsin(v+4,) (@
Woéwczas wektor sil wymuszajacych mozna przedstawié w postaci
0 i+a)] T g | T
Fe _ Fe _ El (42)
. F eJ(W+¢z) F eJ¢2 F .
F(t)=| 2 =| 27 el =| 2 |eM=F,(t)e™
M M M 182
F.e i(4+y) F el F,
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wektor roéwnania ruchu:

Q(t):fiaejvt (43)
a stad wektor q(t) rownania ruchu rzeczywistego
q(t)=1Im rFaej"‘} (44)

Znajomos$¢ zespolonej macierzy podatnosci dynamiczne] ukladu umozliwia wiec latwe
poszukiwanie réwnan ruchu ukladu. Zwréémy jednak uwage na pewne aspekty okreslania
zespolonych elementéw macierzy podatnosci dynamicznej ukladu

T T2 AP
7721 7722 A 725 (45)
M M M

U751 7732 A 77354
Macierz jest formalnie odwrotna do macierzy sztywnosci — wzoér (38). Jednak przy znajomosci

macierzy A, B i C ukfadu i przy jego liczbie stopni swobody réownej tylko 2 odwrocenie

macierzy sztywnosci bez pomocy komputera jest bardzo pracochtonne 1 znikaja wiasciwie
korzysci, 0 ktéorych byla mowa wczesniej, wynikajace ze stosowania liczb zespolonych.

Oczywiscie przy zastosowaniu obecnie dostepnych komputerow zadanie to staje si¢ stosunkowo
proste, wykracza ono niestety poza zakres tego wyktadu.

=1
I

183
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Metody wykonywania pomiarow drgan
Cele i metody wykonywania pomiarow drgan

Pomiary drgan mechanicznych wykonuje sie w celu:

- wyznaczenia parametrow drgan (wychylenia, amplitudy, predkosci, przyspieszenia) i ich
zmiennosci W czasie (charakterystyki cyklu zmian),

- wyznaczenia postaci drgan badanego obiektu (weztéw i strzalek),

- wyznaczenia rodzaju i intensywnosSci drgan,

- ustalenia zaleznos$ci drgan od obciazen, ksztaltéw | wymiarow konstrukcji oraz wlasnosci
materialow,

- okreslenia zrodel drgan (wymuszenia dynamiczne, kinematyczne, udary) 1 ich
umiejscowienia,

- ustalenia wytycznych do zmniejszenia intensywnosci drgan poprzez zastosowanie izolacji,
dodatkowego tlumienia lub dynamicznego eliminatora drgan,

- ustalenia ocen diagnostycznych co do stanu technicznego obiektu oraz niesprawnosci lub
nieprawidlowosci dzialania.

Gléownym zadaniem prowadzenia diagnostyki drganiowej jest lepsza 1 latwiejsza
weryfikacja maszyn, ktérych remont nalezy przeprowadzi¢ lub w ktérych wymagana jest
wymiana lozysk. Wyniki pomiarow drgan daja biezaca informacje o stanie maszyny, dzieki
czemu remont mozemy zaplanowa¢ wtedy, gdy jest rzeczywiscie wymagany.

Pomiary wykonuje sie dla drgan liniowych 1 obrotowych (poprzecznych, podiuznych,
gietnych, skretnych). W zalezno$ci od potrzeb (kryteriow) mierzy sie przede wszstkim
przemieszczenia, predkosci lub przyspieszenia drgan.
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Pomiary wykonuje si¢ za pomoca ukladu pomiarowego zlozonego 2z czujnikow
umieszczonych w wybranych punktach badanego obiektu oraz urzadzenia wskazujacego,
wzglednie rejestrujacego mierzone wartosci. Uklad moze zawieraé analizator drgan, ktory
bezposrednio wypracowuje interesujace nas dane bez potrzeby zmudnej analizy
wibrogramow, czyli otrzymanych z rejestratora wykreséw zmiennosci W czasie mierzonych
parametrow drgan.
Sa dwie podstawowe zasady pomiaru drgan. Pierwsza polega na pomiarze przemieszczen
(predkosci, przyspieszen) obiektu wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia, a druga na
pomiarze tych wielkosci wzgledem masy bezwladnika znajdujacego sie W przyrzadzie
pomiarowym, sztywno peolaczonym z badanym obiektem. Przyrzady (czujniki) dzialajace
wedlug drugiej zasady nazywa sie inercyjnymi lub sejsmicznymi.

a) b

g

Rys.1. Zasada pomiaru wychylenia x
e ; e b g wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia:
X X

iﬁﬁiig a) wskazanie; b) rejestracja

= - -

W?)F' Lrrriry i
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Na rys.1 jest schematycznie przedstawiona zasada pomiaru wychylenia x drgajacego
obiektu wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia. Mozna albo tylko obserwowaé
wskazania przyrzadu (rys.a), albo rejestrowa¢ np. na taSmie przesuwajacej sie na
powierzchni obracajacego sie bebna (rys.b).
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Na rys.2 jest schematycznie przedstawiona zasada pomiaru wychylenia X wzgledem
masywnego bezwladnika m umieszczonego w obudowie 0 przyrzadu. Przyrzad osadzony
sztywno na obiekcie powtarza jego drgania (przemieszczenia) X, natomiast zawieszony
sprezyscie bezwladnik inercyjnie zachowuje swoje nieruchome polozenie wskazujac na
skali s wielko$¢ W wzglednego przemieszczenia (rys.a), ktore mozna rowniez rejestrowac
rys.b). Dla przemieszczen poziomych x obiektu drgajacego bezwladnik moze by¢ w postaci
wahadla (rys.c).

a) b) P
S k%
- rys.2
ol Lo
Obiekt badany gx Obiekt badany 3’ [ obiekt badany |
- i

X

Pierwsza zasada moze by¢ stosowana tylko w pewnych warunkach (np. laboratoryjnych),
gdy mozliwe jest ustalenie nieruchomego ukladu odniesienia. Dlatego prosciej jest stosowa¢é
druga zasade, ale z zastrzezeniem, aby masa przyrzadu byta niewielka w stosunku do masy
obiektu, gdyz inaczej mogltaby wplynaé na zmiane parametrow drgan obiektu. Dlatego
stosuje sie odpowiednie, nieduze, lekkie czujniki wyniesione poza pomiarowy przyrzad
rejestrujacy, a polaczone z nim kablami elektrycznymi lub falami radiowymi. W takim,
przypadku rejestrator moze by¢ wielokanalowy - odbierajacy i rejestrujacy sygnaby od
wielu czujnikéw.
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Ogolnie metody pomiarow drgan mozna podzieli¢ na mechaniczne, wykorzystujace
czujniki inercyjne, ktérych wskazania sg za posrednictwem ukladu dzwigni mechanicznych
przekazane do rejestratora drgan oraz elektryczne, wykorzystujace réznego rodzaju
czujniki przetwarzajace mechaniczne parametry drgan na sygnaly elektryczne,
przekazywane droga kablowa lub radiowa do rejestratora. Najnowsza jest metoda
laserowa.

Mechaniczne wibro- i torsjografy

Z mechanicznych przyrzadow pomiaréw drgan najbardziej znane sa wibro- i torsjografy
Geigera, przeznaczone do pomiarow drgan liniowych (poprzecznych, wzdluznych) i
obrotowych (skretnych). Na rys.3 jest przedstawiony wibrograf Geigera produkcji firmy
Metallwerker KG-Meerane.

rys.3

187
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W oslonie bebnowej polaczonej z korpusem, przystosowanym do zamocowania przyrzadu
na badanym obiekcie, jest zamontowany bezwladnik w postaci wycinka masywnego
pierscienia kolowego, ktéry zawieszony na osi stanowi wahadle. Bezwladnik jest
ulozyskowany | moze wykonywaé ruchy wahliwe wzgledem ostony. Bezwladnik w swoim
normalnym ''zerowym' polozeniu wzgledem oslony jest utrzymywany za pomoca
odpowiedniej sprezyny spiralnej i mozna go ustawi¢ W pozycji dolnej (rys.3) do pomiaru
drgan poziomych lub bocznej (rys.4) do pomiaru drgan pionowych, jak réowniez pod
dowolnym katem stosownie do kierunku mierzonych drgan. Wzgledne wahliwe ruchy
bezwladnika sa przekazywane za pomoca ukladu dzwigni odpowiednio powiekszajacego,
wskazania do urzadzenia rejestrujacego drgania na przesuwnej tasmie papierowej, co
schematycznie jest pokazane na rys.4.

Na tasmie obok wibrogramu jest przedstawiona
graficznie réwniez podstawa czasu przez znacznik
uruchamiany od zegara w okreslonych odstepach czasu
(np. 0,5; 1; 2 sekundy).
W torsjografie Geigera jest zamontowany bezwladnik w
postaci masywnego pierscienia, czyli kola zamachowego
(rys.5). Przyrzad jest budowany jako uniwersalny i
wystarczy wymieni¢ bezwladnik, aby uzyska¢ wibro- lub
torsjograf, natomiast korpus i oslona bezwladnika wraz z
ukladem dzwigniowym | rejestratorem pozosta§g bez
Zzmiany.
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W torsjografie bezwladnik znajduje sie w bebnowej oslonie, jest w stosunku do niej
ustalany w polozeniu "'zerowym" za pomoca sprezyny. Ostona ma mozliwos¢é obracania sie
w czasie pomiaru drgan skretnych, jest napedzana wraz z bezwladnikiem od walu
napedowego badanego obiektu za pomoca pasa. Jezeli w wale napedowym wystepuja
drgania skretne, a wiec obraca sie on niejednostajnie, to réwniez w ruchu wirowym ostony
wystepuja odpowiadajace tym drganiom zmiany predkosci katowej, co przy jednostajnym
ruchu obrotowym bezwladnika daje wzgledne ruchy obrotowe bezwladnika 1 oslony
przekazywane za pomoca ukladu dzwigniowego do rejestratora. Na tasmie rejestracyjnej,
poza torsjogramem i podstawg czasu, sa zaznaczane rowniez obroty walu napedowego.
Wibro- torsjograf Geigera stracil obecnie swoje praktyczne znaczenie wobec pojawienia sie
innych nowoczesnych, wygodniejszych metod pomiaréw drgan. Natomiast do szybkich,
"podrecznych" pomiarow drgan uzywane s3 male przenosne przyrzady zwane
tastografami. Schemat dzialania tastografu przedstawiony jest na rys.6.

rys.6
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Tastograf jest trzymany w reku przez osobe wykonujaca pomiary, ktéra spelnia role
nieruchomego ukladu odniesienia. Z przyrzadu wystaje iglica umieszczona w rurowej
ostonie wraz ze sprezyna dociskajaca koncowke iglicy do badanego obiektu drgajacego.
Wywolane drganiami przemieszczenia X koncowki iglicy, za pomocg ukladu dzwigniowego
powiekszajacego wskazanie, sa przekazywane do rejestratora. Na przesuwnej tasmie
papierowej jest wykreslany wibrogram oraz podstawa czasu.

Wykonane na wibro-, torsjo- lub tastografie wibrogramy wymagaja nastepnie opracowania
w celu wyznaczenia czestosci | amplitud drgan, a w przypadku torsjogramu rowniez rzedu
skladowej harmonicznej na podstawie ustalenia liczby okresow drgan miedzy kolejnymi
znakami obrotow wahu.

Metody elektryczne pomiarow drgan

Ta ogoélna nazwa mozna okresli¢ te metody pomiaréow drgan, w ktérych w sklad ukladu
pomiarowego wchodza czujniki przetwarzajace mechaniczne parametry drgan
(przemieszczenia lub przemieszczenia okreslone odksztalceniem drgajacego obiektu,
przyspieszenia) na odpowiednie wielkosci elektryczne, mozliwe do przekazania na odleglos¢
droga kablowa lub radiowa do przyrzadéw mierzacych wartosci tych wielkosci oraz je
rejestrujacych. Miedzy wartosSciami wielkosci elektrycznych a mierzonymi mechanicznymi
parametrami drgan musza zachodzi¢ okreslone zaleznoSci iloSciowe. W przeszlosci
wynaleziono bardzo wiele rodzajow | typow czujnikow przetwarzajacych wielkoSci
mechaniczne na elektryczne, ale obecnie w Zzasadzie sa stosowane tylko 3 rodgzgje, a
mianowicie tensometry elektrooporowe, czujniki piezoelektryczne i czujniki indukcyjne.
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W tensometrach elektrooporowych jest wykorzystywane zjawisko zmiany opornosci
(przewodnosci) elektrycznej drutu przy jego odksztalceniu sprezystym. Gdy drut jest
rozciagany, to jego opornos¢ elektryczna wzrasta. Tensometry sa wykonywane z cienkiego
drutu oporowego (najczesciej z konstantanu lub chromonikieliny), ktérego kilka odcinkow
0 okreslonej dlugosci, zwanej baza tensometru, umieszcza si¢ miedzy dwoma warstwami
folii z tworzywa sztucznego, laczac je w jeden ciag, skleja sie i sprasowuje. Skrajne druciki
maja wyprowadzenia do polaczenia tensometru z kablami (rys.7).

— . Tensometry przykleja si¢ specjalnym klejem do powierzchni badanego
£ 3 obiektu z zachowaniem odizolowania ich od podloza. Przyklejenie

; — musi by¢, na tyle dobre, aby tensometr odksztalcal sie (wydluzal lub
skracat) wraz z odksztalceniem si¢ tego obiektu podczas drgan. Tensometr jest wlaczony do
ukladu mostka elektrycznego umeozliwiajacego pomiar wartosci AR zmiany opornosci
tensometru w stosunku do jego normalnej opornosci R. Wartos¢ tej zmiany po
uwzglednieniu wspolczynnika k czulosci tensometru oraz charakterystyki mostka
pomiarowego swiadczy 0 wydluzeniu wzglednym € tensometru, a wiec | badanego obiektu.
Nowoczesne mostki tensometryczne podaja automatycznie wartosci zmierzonych
odksztalcen oraz przekazuja je do rejestratora. W przypadku drgan zliczajg liczbe zmian
odksztalcen w jednostce czasu podajac czestos¢ drgan. Metoda tensometryczng mozna
mierzy¢ czestosci drgan do rzedu 20-50 Hz w zaleznosci od charakterystyki aparatury
elektrycznej.

Zaleta metody tensometrycznej jest bardzo mata masa czujnika (tensometru) nie majaca
wplywu na parametry drgan badanego obiektu. Tensometry mozna nakleié¢ w nawet'tfudno
dostepnych miejscach.
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Wada tensometrow elektrooporowych jest ich wrazliwo$¢ na zmiany temperatury. Aby
wyeliminowa¢ wplyw temperatury na wskazania tensometru stosuje sie uklady
kompensujace z dwu lub wiecej tensometrow.

Metodg tensometryczng mozna mierzy¢ zarowno drgania liniowe (poprzeczne, podiuzne),
jak i skretne. Dla pomiaru drgan skretnych tensometry nakleja sie na wal napedowy.
Powstaje jednak wéwczas problem polaczenia wirujacych wraz z walem tensometrow z
mostkiem pomiarowym. Mozna to zrobié¢ za posrednictwem pierscieni umieszczonych na
obwodzie walu i szczotek slizgowych, wzglednie za pomoca fal radiowych, scislej biorac -
sprzezenia indukcyjnego lub pojemnosciowego. W tym drugim przypadku na wale musi
by¢ zamontowany specjalny uklad telemetryczny (rys.8, 9).

) oalbiornik, _
rozeta . DEGENOrNL K bateria o preetwornika DrzeaNImacniace
lensomelr, z‘en.sametryomy zasilafgea ¢ rejestratora preetnornik telemetryezny
at , - naaanik
R | =
anten nadaweza
odbiorcza

00000

@ 4 tensometr.

rejestrator  prretwornik odbiornik, -
lodezyt ana- momentu przeawzmée-

ony Lub -
lc?;m% by obrotowego  ‘niacz . rys.8

bateria zasilajaea rys. 9
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Na wale sa naklejone 4 tensometry ulozone i polaczone w rozete. \W urzadzeniu
telemetrycznym znajduje sie przetwornik zmiany napiecia w tensometrach na czestotliwosé
przekazywang poprzez anten¢ nawinieta na wale do odbiornika polaczonego z
przedwzmacniaczem sygnalu przejetego przez antene. Ten sygnal czestotliwosciowy jest z
kolei zamieniany w przetworniku na wartosci mierzonego momentu obrotowego w wale |
przekazywany do rejestratora magnetycznego albo przez przetwornik analogowo-cyfrowy
do komputera. Odczyt wartosci moze by¢ analogowy lub cyfrowy. W sklad ukladu jest
wlaczony réwniez pomiar obrotéw nieodzowny do analizy drgan skretnych.

W czujnikach piezoelektryczych jest wykorzystywane zjawisko fizyczne powstawania
ladunkow elektrycznych przeciwnych znakéw na sciankach piezoelementu pod dzialaniem
sit §ciskajacych lub rozciagajacych. Powstaje w ten sposéb potencjal elektryczny o tadunku
proporcjonalnym do wielkosci odksztalcenia. Jezeli bedzie to sila bezwladnosci pochodzaca
od masy wykonujacej drgania, to mierzone napiecie bedzie proporcjonalne do
przyspieszenia ruchu drgajacego masy. Czujnik piezoelektryczny jest wiec
przyspieszeniomierzem (akcelerometrem). Mierzone wartosci przyspieszen sa nastepnie
poprzez odpowiednie uklady calkujace przeliczane na odpowiadajace Im wartosci
predkosci | przemieszczen (amplitud). Jako material piezoelektryczny gléwnie sa stosowane
krysztaly kwarcu, cyrkonianutytanianu otowiu, tytanianu baru oraz soli Seignette'a.

Na rys.10 sa pokazano przyklady czujnikéw piezoelektrycznych. Podstawowymi
elementami czujnika sa plytki wyciete z materialu piezoelektrycznego, oddzielone blaszka
metalowa oraz odpowiednio duza masa dociskana do plytek sprezyna. Calo$¢ znajd@je sie
wewngtrz metalowej skladanej obudowy.
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Od blaszki metalowej oraz obudowy wyprowadza sie przewody elektryczne (kabel) do
elektrycznego miernika napiecia. Czujniki piezoelektryczne sa wykonywane w réznych
rozmiarach o réznych masach od 2 do kilkuset gram, stosowane do pomiarow drgan o
czestosciach do 100 kHz. Stosownie do wielkoSci badanego obiektu jego masy i
spodziewanej czestosci drgan dobiera sie z typoszeregu odpowiedni czujnik, zwracajac
uwage na jego czestos¢ drgan wlasnych, aby uniknaé rezonansu. Czujnik mocuje sie¢ do
obiektu za pomoca wkretu, magnesu, kleju albo specjalnej masy plastycznej (kitu).

Uklad pomiarowy zawiera

1) czujnik piezoelektryczny;

2) przedwzmacniacz w ktérym nastepuje zmiana ladunku na napiecie | wstepne
wzmocnienie sygnahu;

3) wzmachniacz dla wzmocnienia sygnalu pomiarowego;

4) filtr przeznaczony do wyciecia niepozadanych zaklécen oraz wybrania interesujacych
nas zakresow czestosci lub czestosci dyskretnych;

5) analizator w ktorym przeprowadza sie analize czestotliwosciowo-amplitudowa
mierzonych drgan;

6) rejestrator zapisujacy mierzone parametry; zapis moze byé wykonywany metoda
graficzna, optyczna lub magnetyczna.

ﬁ > > —la_ & ST

1 2 3 4 5 6
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Zarejestrowane wartosci pomiarowe moga by¢ nastepnie odtwarzane na oscyloskopie lub
zapisane na papierze do analitycznej oceny drgan. Moga by¢ rowniez za pomocq
przetwornika analogowo-cyfrowego zarejestrowane w komputerze, a nastepnie Z
wykorzystaniem odpowiedniego programu komputerowego poddane analizie, a wyniki
wydrukowane na monitorze lub drukarce. W uklad pomiarowy moze by¢ wiaczonych
stosownie do potrzeb wiecej czujnikow odpowiednio rozmieszczonych na obiekcie. W
efekcie pozwala to na okreslanie fazy oraz formy drgan | umozliwia wyznaczenie czestosSci
rezonansowych.

Do pomiaru drgan skretnych stosuje sie rowniez czujniki indukcyjno-bezwladnosciowe
firmy Hottinger. Musza by¢ one umieszczone w osi walu, czyli na jego koncu. Pozwalaja
mierzy¢ amplitudy drgan do + 3°.

Metoda laserowa pomiaru drgan

Najnowsza metoda pomiarow drgan jest metoda laserowa.

Jest to metoda bezkontaktowa pozwalajaca mierzy¢ predkos¢ obrotowa oraz drgania walu
- wzdluzne, poprzeczne (gietne wywolane niewywazona masa) | skretne (wywolane
zmiennym momentem obrotowym). Nie mozna natomiast mierzy¢ statycznego skrecenia
walu dla pomiaru mocy.

196
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Na obwodzie wahu jest nalozona samoprzylepna tasma ze specjalnej folii odblaskowej. Na
folie kieruje sie dwarozdzielone promienie lasera krystalicznego, prowadzone rownolegle w
okreslonej odleglosci d, ktore po odbiciu od folii wracaja do aparatu (rys.11) I sa po
polaczeniu skierowane na fotodiode. Dla potaczonych promieni zachodzi zjawisko Dopplera
I wynikowa czestotliwos$¢ jest proporcjonalna do predkosci katowej @ obracajacego sie
walu. Swiatlo padajace na fotodiode zmienia odpowiednio natezenie pradu
przeplywajacego przez nia, ktory w elektronicznym przetworniku wypracowuje sygnal
proporcjonalny do predkosci katowej o walu, a przy jej zmianach - parametry drgan
skretnych walu.

Elementy pokazane na rys.11 ze schematycznym wskazaniem obudowy stanowia lekki
przyrzad. ktéry moze by¢ podczas pomiaru trzymany w reku lub na statywie w odleglosci
5-50 cm od badanego obiektu. Jest on polaczony kablem z aparatem wlasciwym
wypracowujacym dane z wskaznikiem cyfrowym pomierzonych wartosci.

Ze wzgledu na niebezpieczenstwo uszkodzenia wzroku promieniami laserowymi, przyrzad

przeno$ny ma odpowiednie zabezpieczenia, obudowa preyreqau B asmg, oabioika
ale wymaga tez odpowiedniej ostroznosci sterko g | _ e ]
przy postugiwaniu sie nim. Do wlaczenia . dr&‘”ifgr"zgf{_ =
4 i

lasera stuzy odrebny klucz, a gdy laser Laser . mmﬁ% :
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Czujniki elektrodynamiczne i przetworniki elektromagnetyczne

Czujniki elektrodynamiczne sg budowane w dwoéch wersjach: do pomiaru drgan
wzglednych i bezwzglednych.

Sila elektromotoryczna jest proporcjonalna do predkosci wzglednej cewki i magnesu
(predkosci cewki w polu nieruchomego magnesu lub predkosci magnesu wzgledem
nieruchomej cewki).

W pierwszym rozwiazaniu (rys. 12) trzpien elementu ruchomego czujnika (zwykle cewki)
styka sie z obiektem drgajacym. A wiec ten czujnik mierzy drgania badanego obiektu
wzgledem ukladu odniesienia, w ktorym jest zamocowana obudowa czujnika. Uklad
odniesienia zwykle nie jest nieruchomy; co moze wprowadzi¢ pewien blad przy pomiarze
drgan, gdyz wowczas beda mierzone drgania obiektu wzgledem ruchomej obudowy
czujnika. Jesli jednak czestosé¢ obudowy, np. przy chwyceniu reka jest mala wzgledem
czestosci mierzonej, to blad ten nie jest duzy. Rysunek 12 przedstawia czujnik
elektrodynamiczny drgan wzglednych typu PR 9261 firmy Philips.

Natomiast czujnik drgan bezwzglednych (rys.13) nie wymaga klopotliwego ukladu
odniesienia, znacznie ulatwiajac pomiary.

Rysunek 13a przedstawia czujnik elektrodynamiczny drgan bezwzglednych typu PR 9266
firmy Philips, a rys. 13b przedstawia charakterystyke czulosci w funkcji czestosci.

198
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Rys. 12

1- trzpien ukltadu ruchomego,

2 - sprezyny membranowe,

3 - cewka,

4 - szczelina powietrzna,

5 - gniazdo do przylaczenia
kabla,

6 - koncowka trzpienia,

7 - polaczenie kulkowe,

8 - magnes trwaly.
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Rys. 13
1 - magnes trwaly, 2 - cewka korekcyjna, 3 - cewka pomiarowa. 4 - dodatkowa cewka

tlumiaca, 5 - tuleja tlumiaca, 6, 7 - sprezyny membranowe, 8 - obudowa,
9 - prowadnice, 10 - kabel, 11, 12 - ograniczniki. 200
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Jezeli czestos¢ mierzonych drgan jest odpowiednio duza w porownaniu zZ czestoscia wlasna
czujnika, jego masa sejsmiczna jest praktycznie: nieruchoma, a zatem sila
elektromotoryczna indukujaca sie w cewce jest proporcjonalna do bezwzglednej predkosci
mierzonych drgan.

W celu pomiaru przemieszczenia lub przyspieszenia, napiecie wyjsciowe przetwornika
mozna odpowiednio scalkowa¢ lub zrézniczkowac.

Przetwornik elektromagnetyczny. Umozliwia on bezstykowy pomiar drgan. W stalowej
obudowie znajduje sie magnes trwaly | cewka. Przy zmianie polozenia ferromagnetycznego
ciala B (moze nim by¢ drgajacy obiekt) zmienia sie strumien magnetyczny przenikajacy
cewke (rys.14). Rysunek 14 przedstawia przetwornik elektromagnetyczny, przy czym rys.
14a przedstawia zasade dzialania, rys. 14b -przetwornik typu PR 9262 firmy Philips, a rys.
14c - przyklad zamocowania. o
W cewce indukuje sie sita elektromotoryczna, A
proporcjonalna do zmian strumienia w czasie. o 7
Dokladnosé¢ czujnikéw elektromagnetycznych *-+=:
jest mniejsza niz elektrodynamicznych i

nadaja sie one raczej do wykrywania drgan

niz ich badan jakosciowych. g




Mierniki VM22 /VM24 / VM25

4

YL ’lUHz-']kHZ
Effektivwer‘t

Fd: Speichern F2: Trend

B Sip @5 2042

v: 2Hz-300Hz

3.3%

F1: F2: F3: "™

{0 ModeTrend Pk. Menu Save

= Monitorowanie maszyn

wirujacych i ttokowych
wedtug ISO 10816-1/-6 etc.
Ocena stanu tozysk tocznych
wedtug VDI 3832 etc. (VM24
and VM25).

Wyswietlanie przebiegoéw na
wysSwietlaczu.

Analiza czestotliwosci (VM25).
Bezdotykowy pomiar
predkosci obrotowej za
pomocg lasera (VM25).
Czujnik temperatury na
podczerwien(VM25).
Elektroniczna identyfikacja
punktéw pomiarowych za
pomocg znacznikow VIMD w
podstawce czujnika.
Interfejs USB,
oprogramowanie
komputerowe do pomiaru i
zarzadzania punktami
pomiarowymi w konwencji
Mimosa i archiwizacji danych
pomiarowych.

* = Kieszonkowy rozmiar.


http://btautomatyka.pl/index.php?option=com_djcatalog2&view=item&id=26:mierniki-vm22-vm24-vm25&cid=7:podkategoria-czujniki-2&Itemid=887

Przenosny analizator dzwieku 1 drgan SVAN 912AE
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Podstawowymi elementami analizatora sq:

¢ czujniki przeksztalcajgce wielkoSci mechaniczne na elektryczne sygnaty;

¢ wzmacniacze pomiarowe dopasowwgce sygnaly z czuynikéw do
wspolpracy z kartg przetwornika AC (s3 to wymienne panele pozwalajgce
dopasowac poszczegdlne tory pomiarowe do potrzeb uzytkownika);

¢ 16-kanalowa karta przetwornika AC o standardzie PCMCIA typu NIDAQ-
700 lub 6024E;

% komputer klasy IBM typu "notebook" z wejSciem typu USB (wraz
z oprogramowaniem), jest on niezaleznym urzadzeniem zestawu
z mozliwosc1g wykorzystania do obslugi dowolnych programow.

PARAMETRY TECHNICZNE.
Pammefr]; cyfrowej obrobki sygnalow:

[los¢ kanatow pomuarowych: 16;

[1o$¢ probek na kanal: 4 — 262144; ,
Czestotliwos¢ probkowania: 16 — 100000 Tub 200000;
Odstepy pomiarow czasowych: 0.1 - 3600 s;

Odstep pomiaru w funkeji obrotéw: 10 - 500 obr/min;
Tryb zapisu na dysk: binarny oraz tekstowy.



Zakresy pomiarowe.
» Zakres pomiarowy czestotliwoser:
®* drgania bezwzgledne: 4 - 15.000 Hz (przy czujnikach CP-03) (-3 dB);
* drgania wzgledne: 0 - 10.000 Hz (-3dB):;
» Zakres pomiarowy przyspieszen: 0 - 70 m/s2 (RMS);
» Zakres pomiarowy predkosci drgan: 0 - 70 mny/s (RMS);
» Zakres pomiarowy amplitudy drgan: 0 - 700 um (RMS);
» Zakres przesuni¢¢ wzglednych: 0.5 - 3,2 mm;
» Zakresy innych czujnikow wg zyczen uzytkownika.



Analizator drgan firmy Briiel & Kjaer

Opis systemu J

Analizator drgan to 6 kanalowy rejestrator typu 3050-A-60 Modut LAN-XI
51.2kHz (CCLD, V) firmy Briiel & Kjaer. W zestawie znajduje sie rowniez
kalibrator akustyczny 4231 oraz kalibracyjny wzbudnik drgan 4294
Urzadzenie posiada sonde tacho MMO0360. zestaw mikrofonow 4189-A-021
oraz akcelerometr 4514-B. Pomuar 1 analize drgan dokonuje sie
specjalistycznym oprogramowaniem (program analizy FFT. program
analizy rzedow. rejestrator sygnalow, PULSE time). Caloscia steruje stacja
centralna (laptop Latitude E6510 firmy Dell).




Parametry

Zakres napie¢ wyjsciowych typowego akcelerometru/mikrofonu z
wbudowanym przedwzmacniaczem CCLD wynosi¢c 120 dB
szerokopasmowo 10 Hz - 51 kHz, oraz 160 dB waskopasmowo w pasmach
6 Hz. Maksymalne napiecie szczytowe wynosi 10 V a liniowos¢ +0,03 dB
w zakresie 120 dB. Przetwarzanie danych w analizatorze jest 24 bitowe.
Pasmo rejestrowanych czestotliwosct wynosi DC — 51 kHz.

Kalibrator akustyczny jest klasy 1 1 LS ma dwa poziomy sygnalu
wzorcowego 94 dB 1 114 dB przy czestotliwosci 1kHz. Posiada swiadectwo
wzorcowania GUM. Dokladnos¢ kalibracji jest rzedu +0,2 dB.
Kalibracyjny wzbudnik drgan generuje sygnal drganiowy o czestotliwosci
159,15 Hz + 0,02% (1000 rad/s) 1 amplitudzie 10m/s2 (rms) +=3%.



Oprogramowanie

Oprogramowanie do analiz w 6 kanalach w czasie rzeczywistym zapewnia:
Analize szerokopasmowa oraz FFT zarejestrowanych sygnalow w
szesciu kanalach, w czasie rzeczywistym, FFT: 50-6400 lini1, widma 1
funkcje wzajemne (w tym korelacyjne).

Konwersja zarejestrowanych danych do uznanych formatow (Universal
File Format (.uff), ASCILBinary, Time Data Format (.tdf), Wave file
(.wav),*.mat, * hdf, *.at1),

Detekcje 1 sygnalizacje uszkodzen okablowania oraz zaklocen
elektromagnetycznych we wszystkich kanalach w oprogramowaniu 1
ukladach wejsciowych, podobnie sygnalizacja przesterowan zarowno na
panelu przednim rejestratora jak 1 w oprogramowaniu.

Podczas rejestracji system zapewnia podstawowa analize (oscyloskop.
FFT, przebieg czasowy) podczas  jej trwania, z podstuchem
wybranych kanalow.
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1 -3050-B-060- 6-kanalowy Modul LAN-X1 51 2kHz (CCLD, V) 54.230.08

2 -7 770--N6- PULSE FFT Analysis, 1-6 Channel Node-locked 44 67422
License '

3 MA-7770--NG- Annual Software Maintenance and Support 7.878.15
Agreement for PULSE FFT Analysis, 1-6 '
Channel Node-locked License

4 -T702--N2- PULSE Order Analysis, 1-2 Channel 25 750 66
Node-locked License '

5 M1-7702--N2- Annual Software Maintenance and Support 4 547 31
Agreement for PULSE Order Analysis, 1-2 '
Channel Node-locked License

6 -T708--N6- PULSE Time Data Recorder 1-6 Channel, 18.421 71
Node-locked License '

T M1-7708--N&- Annual Software Maintenance and Support 3.254 58
Agreement for PULSE Time Data Recorder 1-8 '
Channel, Node-locked License

a8 -T789--N- PULSE Time, Node-locked License 13.173,30

9 M1-7789--N- Annual Software Maintenance and Support 2.32593
Agreement for PULSE Time, Node-locked
License

10 4231 Kalibrator akust klasy 1i LS, 941114 dB, 1 5.401,05
kHz

11 -4254--- Kalibracyjny wzbudnik drgan 11.019,57

12 AO-0087-D-050- Kabel ekranowany BNC/BNC, 5 m 1.937,25

13 AO-0587-D-050- Cable single screen coax, SMB (F) to BNC (M), 366,54
5m (16, 7ft), max.+105T (221F)

14 MM-0360--- CCLD Laser Tacho probe, with retro reflective 2.710,82
tape 1,0meter. (without cables)

15 -4189-A-021- Zestaw z TEDS, mikrofon 4189 + 14.477,35
przedwzmacniacz 2671

16 -4514-B-- Akcel. DeltaTron, 10mV/g, TEDS, izolowany, 5.503,02
bez kabla, zlacze z gory

17 AQ-0531-D-050- Kabel akcelerometru wiyki 10-32 UNF i BNC, 5 346,86
m

18 9999 Jednostka centralna systemu Pulse 6.150,00

19 M1-3560--005- PULSE Software Agreement for Educational 0,00

Partners, 5 years

222.168,50



DRGANIA parametryczne - .213

Drgania parametryczne. Réwnania Mathieu i1 Hilla — interpretacja rozwiazan.
Wplyw tlumienia.

W dotychczas rezwazanych zagadnieniach parametry ukladu byly stale lub mozna bylo
pomina¢ ich zmienno$§¢ przy zachowaniu dostatecznej dokladmosci wyniku. Sa jednak
zagadnienia, w ktorych uproszczenie to moze W sposob istotny oddali¢ wyniki analizy od
rzeczywistego przebiegu ruchu, przeoczajac przy tym nowe zjawiska wazne nie tylko
poznawczo ale i praktycznie. Naleza do nich szczegélnie zagadnienia statecznoSci
dynamicznej, ruchu ukladéw 0 zmiennej masie (rakiety) lub zmiennym momencie
zredukowanym (mechanizmy korbowe i inne). Zachodzi wtedy potrzeba uwzglednienia
zmiennosci parametrow ukladu, a przez to zmiennosci wspolczynnikow rownan
opisujacych jego ruch.

W ogélnym przypadku ukladu liniowego o jednym stopniu swobody réwnanie to bedzie

mialo posta¢: d
o [m(t) - &+ c(t) - &+ k(1) - x = P(t)

Wspolezynniki tego rownania sa zwykle w ukladach maszynowych okresowymi funkcjami
czasu. Okresowa zmiennos$¢ jednego lub Kkilku z tych wspélezynnikow powoduje
oddzialywanie na uklad, ktore jest nazywane wzbudzeniem parametrycznym.

Mozliwe jest wiec wystapienie drgan bez wystepowania zewnetrznej sily zmiennej -
wymuszajacej, tj. przy P(t) = 0. Drgania takie sa nazywane drganiami parametrycznyfig



DRGANIA parametryczne - s.214

W celu wprowadzenia w problematyke drgan parametrycznych rozpatrzymy male drganie
ukladu przedstawionego na rysunku. W odleglosci I+a(t) od osi obrotu znajduje sie cialo 0
masie m, zamocowane w bezmasowym pudle za pomoca dwoch sprezyn (kazda o
sztywnosSci K)

Podczas wahan cialo 0 masie m przemieszcza sie wzdluz
prowadnic i jego masowy moment bezwladnos$ci wzgledem
punktu O ulega zmianie. Przy wyprowadzeniu réwnan
ruchu skorzystamy z twierdzenia, ze pochodna Kkretu
ukladu wzgledem czasu jest réwna sumie momentow sil
dzialajacych na uklad, czyli:

d(B L
( @ _ Z Mi
dt S (1)
Niech ruch masy w prowadnicach bedzie opisany funkcja:
a-sinot, woéwcezas masowy moment bezwladnos$ci wzgledem
punktu O wynosi:

B=m(/+asinot)’; o’ =2k/m




DRGANIA parametryczne - s.215

Lewa strona réwnania (1) opisana jest wzorem:
B
( @ & c&_ m(/ +asin ot )* & 2m(/ + asin ot Jaodcos ot

Moment sil pochod2| od s1ly ciezkosci | od zewnetrznego momentu M(t). Wobec tego

n
> M; =-—mg(Z +asin ot)sin @+ M(t)

i=1
a po przyjeciu Sinp= @z réwnania (1) otrzymujemy:
& P(t)et Q(H)o = R(t) (2)
gdzie:
220 C0oS ot M(t
p(t) = 222080 a9 Ry=—
[ +asin ot [ +asin ot m(l+asm @t)

Dalej bedziemy rozwazaé¢ réwnanie (2). Wprowadzimy nowa zmienng Y(t) zdefiniowang
przez zaleznos$¢:
t
%J‘P(r)dr}

o(t) = y(t)- J i

2153



DRGANIA parametryczne - s.216

Z réwnania (3) otrzymujemy:

[% }P(r)dr}
&) =(§-3P-y)et ©

{—%}P(r)dr}
@ (1P g 1Ky 1p2.y)el ©

CO po podstawieniu do rownania (2) prowadzi do usuniecia czlonu z pierwszg pochodng ¢ |

otrzymania réwnania:
¥ p(t)y =r(t) 4)

gdzie
t

{—% J‘P(r)dr}
p(t)=Q-4P° 1%  r()=R.e. *

Jesli p(t) = p(t +T), gdzie T jest okresem zmian wspolczynnika p, to rownanie (4) betldemy
nazywa¢é rownaniem Hilla.



DRGANIA parametryczne - $.217

Obecnie zajmiemy sie dwoma szczegélnymi przypadkami rownania Hilla.
Najpierw oméwimy tzw. rownanie Meissnera. Bedziemy dalej rozwazaé rownanie:

- p(t)y =0 (12)
przy czym funkcja p(t) ma forme przedstawiong na rysunku.
p A
3 .
o L
T, T t
Réwnanie ruchu ma postac:
& +a°y, =0 dla 0<t—-mT<T, (13)
%+b2yb=0 dla T, <t—-mT <T (14)

gdzie m=0,1,... . 217



DRGANIA parametryczne - $.218

Drugim szczegolnym przypadkiem rownania Hilla jest rownanie Mathieu o postaci:
(15)

&(x* +v COS Qt)y =0

gdzie A" oznacza kwadrat czestosci drgan wlasnych, a y* jest amplituda wzbudzenia

parametrycznego.
7
\ ﬁ\l TT T
\\\ / / 1
Sk Z I (I
{ /
’\ ,/ ; // {‘! /; /
\ ) /’/;/' VSR
\\2’\,‘ ‘ /./..»"‘/ }\‘ }\‘* QZ * QZ
W ) . — ’ et )
\'\/;e’ [ ] /2
oY/ v I ( >
el : .
9 f \'\?‘-; 4 ;, * 0 A obszar zakreskowany
/AR A \ DD ST S oznacza obszar stateczny
a8/ N
- S
’ / [ 1. ﬁ lv‘,.v. . ‘4“\." \\
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DRGANIA parametryczne - s$.219

Uogolnione réwnanie Mathieu zawierajace czlon z liniowym tlumieniem jest postaci:

x* x
e o (1 +7 CoSQtly =0 (17)
]
24 \ 10 |
20 NN SN Y L 5102
’ Z N wal
V N\ N ditr7Z
2% ' 4
RIETA 777 v
'\ L NN AN,
il XD 4 AT Y A
[ 10 ) AX [N W7, UL
0 ) ALY DALY
\ \ A0 AN
/ Cotedl S )y AN ASNG 00000 o
20,5 0 0,5 1,0 15 17 4

Z rysunku wida¢, ze ze wzrostem tlumienia zwiekszajq sie obszary statecznosci. Natomiast
Ze wzrostem parametru A pojawiaja sie kolejne obszary utraty statecznoSci, ktore sa coraz
wezsze | maja mniejsze znaczenie w technice.

219



DRGANIA SAMOWZBUDNE - s.220

Podzial i charakterystyka ukladow niezachowawczych. Drgania samowzbudne.
Statecznos¢ ukladow.

Uklady niezachowawcze czyli nieodwracalne, nieizolowane.

W ukladach takich dynamika zalezy od czasu natomiast operator energii nie zalezy od
czasu. Uklady niezachowawcze to np. uklady w ktorym istniejq sily tarcia. Praca sil
niezachowawczych réwna sie stratcie energii mechanicznej.

Jesli niektore sily sa niezachowawcze to praca tych sit zmienia si¢ w inng forme energii.

LE+v)-WQy v v )
dt

Wyrazenie po lewej stronie rownania (1) przedstawia pochodna energii calkowitej ukladu

przypadajacqa na jednostke masy. lloczyn znajdujacy sie po prawej stronie réwnania (1)

jest proporcjonalny do zmian energii calkowitej wywolanych sila niezachowawcza Q(y, V).

W zaleznoSci od znaku tego iloczynu energia jest dostarczana do ukladu lub odbierana od

niego.

A. Jesli vQ(y, v) =0, dla v # 0 na calej plaszczyznie (y, V), to uklad poruszajac sie wzdluz

krzywej y(t), v(t) rozprasza energie i nazywamy go ukladem dysypacyjnym.

B. Jesli vQ(y, v) <0, dla v # 0 na calej plaszczyznie (y, v), to uklad taki nazywamy ukladem

zachowawczym.

C. Jesli w niektérych obszarach plaszczyzny (y, v) mamy vQ(y, v) > 0, a w pozosézfych

obszarach tej plaszczyzny vQ(y, v) < 0, to uklad taki nazywamy ukladem samowzbudnym.



DRGANIA SAMOWZBUDNE - s.221

Uklady dyssypacyjne lub samowzbudne nazywamy ukladami niezachowawczymi. Ponadto

uklady drgajace mozna podzieli¢ na stacjonarne i niestacjonarne. Uklady stacjonarne

charakteryzuja sie tym, ze ich parametry nie zmieniaja si¢ w czasie. W odroéznieniu od nich

uklady, w ktorych niektore parametry zaleza od czasu, nazywamy ukladami

niestacjonarnymi.

Uklady stacjonarne dyskretne opisane s3 réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi 0

stalych wspélczynnikach, podczas gdy opisane sa przez

réwnania rézniczkowe zwyczajne o wspolczynnikach zaleznych od czasu.

1. Drgania swobodne - pojawiaja sie w ukladach autonomicznych (sita wymuszajaca

zalezna od czasu jest rowna zeru) lub tez sa czescia drgan nieustalonych w ukladach

nieautonomicznych (sita wymuszajaca zalezna od czasu jest rézna od zera) . Zachodza bez

udzialu zewnetrznego zrédla energii lub zewnetrznego wymuszenia i generowane sa przez

warunki poczatkowe.

2. Drgania wymuszone - zachodza w ukladach nieautonomicznych ze zmiennym w czasie

wymuszeniem zewnetrznym.

3. Drgania parametryczne - zachodza tylko w ukladach niestacjonarnych i sa wynikiem

zmian w czasie parametrow ukladu.

4. Drgania samowzbudne - pojawiajq sie w ukladach niezachowawczych. Doplyw energii do

ukladu drgajacego jest regulowany poprzez drgania i pochodzi od ukladu niedrgajacego.
221



DRGANIA SAMOWZBUDNE - s.222

Praktycznie wystepujacymi przypadkami drgan sa drgania wymuszone lub drgania
samowzbudne.

W przypadku drgan samowzbudnych nie ma zmiennej sily zewnetrznej niezaleznej od
ruchu drgajacego ukladu. Do powstania | utrzymywania sie tych drgan niezbedne jest
zrodlo energii nie majace jednak cech zmiennosci. Energia ta moze na przyklad pochodzi¢
z energii napedowej maszyny czy urzadzenia. Wykorzystujac te energie uklad sam
generuje sile zmienng warunkujaca jego drgania. Jesli ruch ten zostanie uniemozliwiony,
to znika réwniez sila zmienna.

Powszechnie wystepujacy typ drgan samowzbudnych, styszany w zakresie czestoSci
akustycznych jako skrzypienie zawiaséw czy obluzowanego polaczenia, zgrzyt zasuwy itd.
zwigzany jest z ujemna charakterystyka tarcia suchego. Wspolczynnik tarcia maleje nieco
z predkoscia wzgledna elementow przesuwajacych sie po sobie (rys. 1).

Drgania samowzbudne sa jedna z powszechnych przyczyn drgan narzedzi skrawajacych,
takich jak np. noz tokarski (rys. 2).

222
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A
B VA
Vy
0 > Rys.2
Rys.1 \ —of}

Drgania o Kkierunku ruchu, zapoczatkowane przy uruchomieniu jednego elementu
(wrzeciona) wzgledem drugiego (noza), powoduja, ze W czeSci cyklu drgan, gdy kierunek
ruchu drgajacego, np. elementu drugiego, jest zgodny z kierunkiem ruchu elementu
pierwszego, ich predkos¢ wzgledna jest nieco mniejsza niz w drugiej czesci cyklu. W wyniku
tego pierwszy element (wrzeciono) oddzialuje na drugi element (néz) wieksza sila |
dostarcza mu wiecej energii w pierwszej czesci cyklu niz odbiera w drugiej. W kazdym wiec
cyklu ruchu zostaje pewna ilosé energii skierowana (z energii napedowej W rozwazanym
przykladzie) na podtrzymanie drgan ukladu. Jest to jednoczeSnie rownoznaczne Z
wzajemnym oddzialywaniem obu elementéw sila zmieniajaca sie w cykl drgan (zmienny
przyrost sily tarcia zmieniajacy swoj znak wzgledem Sredniej wartoS$ci tej sily zgodnie z
cyklem drgan). Taki sam jest mechanizm drgan strun smyczkowych instrumentow
muzycznych, drgania struny utrzymywane sa mimo stalego kierunku ruchu smyczka.

W sposob opisany wyzej struna pobiera energie od smyczka, a jej ruch drgajacy getferuje
przyrost sily tarcia, zmieniajacy znak w cyklu drgan.
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W konsekwencji uklady samowzbudne wykonuja z reguly drgania z jedna z czestosci
drgan wlasnych ukladu (noza z suportem itd. czy struny).

Szeroka dziedzine przykladow tego typu stanowia uklady regulacji automatycznej.

Na rysunku 3 przedstawiono przyklad regulacji predkosci obrotowej turbiny ze
sprzezeniem zwrotnym (sztywnym). W okreslonych warunkach uklad taki moze
podtrzymywaé¢ niezanikajace wahania predkoSci, stanowiace drgania samowzbudne.
Energia pochodzi oczywiscie z energii napedowej maszyny.

rys.3 224
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Drgania samowzbudne mogg by¢ wynikiem przepltywu cieczy lub gazu. Kolysanie galezi,
drgania lopatek turbin, skrzydel samolotu (flatter), moga by¢ wynikiem podobnego jak
opisany lub bardziej zlozonego mechanizmu samowzbudzenia aerodynamicznego.

Uklady mechaniczne o ruchach sprzezonych moga generowaé drgania samowzbudne
kosztem energii, np. napedowej. Tego rodzaju charakter moze mie¢ wezykowanie
kierowanych kél samochodu, pisanie kreda na tablicy | towarzyszacy temu pisk, pisk
tramwaju podczas ruchu po torach na zakrecie, skrzypienie zawiasow w drzwiach, drgania
noza tokarskiego podczas obrobki.

Uklad samowzbudny charakteryzujacy sie zrédlem energii | ukladem wykonujacym
drgania oraz urzadzeniem otwierajacym lub zamykajacym przeplyw energii ze zrédla
nazywa sie ukladem typu drganiowego.

Drugim typem drgan samowzbudnych sg drgania typu relaksacyjnego.

b)
A
srbdlo odbioraik
eoergii [ A gromadzacy przelscznik

CIT

Y

rys.4
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Dzwignia wskutek ciezaru skupionego G znajduje sie w pozycji bliskiej pionu | takiej, ze
zbiornik Z znajduje sie nad kurkiem dostarczajacym wode. Jesli moment pochodzacy od
ciezaru wody bedzie wiekszy od momentu wywolanego ciezarem G, to dzwignia gwaltownie
sie obradci, woda zostanie wylana i pod wplywem ciezaru G dzwignia powréci do potozenia
wyjsciowego. Opisany wyzej cykl znowu sie powtérzy. Zrédlem energii jest tutaj woda
dostarczana z kranu K, zas odbiornikiem gromadzacym energie (potencjalng) jest zbiornik
Z, a przelacznikiem jest dzwignia wykonujaca ruch obrotowy.

Zagadnienie drgan samowzbudnych jest zwiazane z problemem statecznosci. Pojawienie sie
drgan samowzbudnych jest bowiem wynikiem utraty: statecznosci statycznej, dynamicznej
réownowagi lub ruchu ustalonego ukladu.

Drgania samowzbudne nie tylko wplywaja na jakesé maszyn | dokladnosé ich dzialania, ale
moga by¢ réwniez przyczyna powaznych awarii turbin, samolotow | nawet mostow.

W odroéznieniu od drgan wymuszonych wykrycie ich przyczyny jest czesto trudne.

W przypadku wystapienia drgan jakiejsS maszyny pierwszym i naczelnym zadaniem jest
ustalenie czy te drgania sg wymuszone czy samowzbudne. Czesto moze to by¢ wykryte przez
pomiar czestosci drgan. Ma to duze znaczenie, gdyz Srodki zaradcze, ktére nalezy
zastosowacd, sa calkowicie rozne w kazdym z tych dwoch mozliwych przypadkow.
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1. W przypadku drgan wymuszonych maszyna, konstrukcja lub jakas jej czesé, na ktora
bedzie dziala¢ okresowo zmienna sila, moze zosta¢ pobudzona do silnych,
niedopuszczalnych drgan, szczegélnie w warunkach bliskich rezonansu; do poprawy tej
sytuacji podstawowym dzialaniem jest:

a) wykrycie i1 eliminacja lub ograniczenie wymuszenia;

b) mozliwosé zmiany charakterystyki ukladu (rozklad masy, sztywnosci) w celu zmiany
jego czestosci wlasnych | oddalenia sie od rezonansu,

c) thumienie drgan, w szczegdélnosci przez zastosowanie thumika dynamicznego.

2. W przypadku drgan samowzbudnych maszyna, konstrukcja lub jakas jej czes¢, ktorej
stan rownowagi lub ruchu ustalonego jest w okreslonych warunkach niestateczny, moze
rozwinaé silne, niedopuszczalne drgania; do poprawy tej sytuacji podstawowym
dzialaniem jest:

a) wykrycie 1 jesli to mozliwe wyeliminowanie lub ograniczenie mechanizmu
samowzbudzenia; (z uwagi na roznorodne mozliwe przyczyny czgsto przysparza to znacznych
trudnosci lub prowadzi nawet do przeoczenia mozliwosci istnienia takiego mechanizmu i
wystagpienia drgan samowzbudnych);

b) poszukiwanie mozliwosci spelnienia Kkryteriow statecznosci, tak by kombinacja
parametrow ukladu i rezimu jego pracy eliminowala mozliwos¢ utraty statecznoSci |
wystapienia drgan samowzbudnych; wynika stad istotne znaczenie analizy statecznosSci
ukladu do projektowania jak i ustalenia warunkow eksploatacji maszyn i urzadzen; 227

¢) ttumienie drgan.



DRGANIA SAMOWZBUDNE - s.228

Kryterium rachunkowe statecznoSci
Dla rownania charakterystycznego o ogoélnej postaci w formie:

warunki konieczne i wystarczajace aby uklad byl stateczny asymptotycznie okreslaja dwa

Kryteria: Routha i Hurwitza. .
Tablica 10.1. Tablica Routha

1 i 2 3

Kryterium Routha !

Aby wszystkie czesci rzeczywiste @ - : :
pierwiastkéw rownania (2) byly n-1 5-3 p
ujemne, a wiec aby uklad dynamiczny |re= 7| cis = @-:=redu-s || c12 = Gra=Fodis | €33 = das=F0 Gay
byl stateczny asymptotycznie, potrzeba o ' 3

| wystarcza, by byly wieksze od zera A= || e = e o C14 = @n-s—Fy €33 Caa = onnn

wszystkie wyrazy pierwszej kolumny |, - s || ., = c1imrs 2 Crs = Cas—Ts Caa Cas = wunns

tablicy Routha.

3= —"=! Cig = C24—F3 C25 C26 = vvienn | eenen

(4
Fg = —— Cij7 = Cas—FsCag || soeae | eeesn
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Kryterium Hurwitza

Uklad jest stateczny asymptotycznie, gdy wszystkie wspélczynniki rownania
charakterystycznego sa dodatnie (warunek konieczny) oraz wszystkie podwyznaczniki do
rzedu n-1 wyznacznika A, sg dodatnie. Wyznacznik Hurwitza A, buduje sie ze
wspolczynnikéw réwnania charakterystycznego (2).

Na przekatnej gléwnej ustawia sie w kolejnosci od a.; w lewym goérnym rogu do a, w
prawym dolnym. Nad przekatng ustawia si¢ wspolczynniki rownania w porzadku
wskaznikéw malejacych, a pod przekatna glowna — wskaznikéw rosnacych.

dp1 dp3 dps - ’ 0
dn  dp—2 Qpg4 - ' 0
0 dp1 Q3 - - . . 0
Ap =
0 . . -+ Ay, Qg 0
0 . : .+ A3 A4 0
0 a, a, Qg
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Metody analityczne badania drgan nieliniowych. Rodzaje nieliniowosci. Cechy ukladow
nieliniowych. Drgania wlasne i wymuszone tarciem. Przyklady techniczne drgan
nieliniowych.

Weczesniejsze wyklady poswiecone byly drganiom ukladéw liniowych o jednym, dwéch i
wielu stopniach swobody. Oznaczalo to, ze rownania drgan takich ukladow byly opisane
rownaniami ré6zniczkowymi liniowymi, ktére z matematycznego punktu widzenia maja
Sciste rozwiazania analityczne. Nalezy pamieta¢, ze modele liniowe sa tylko pewnym
przyblizeniem zjawisk i proceséw wystepujacych w technice.

Poniewaz uklady liniowe umozliwiaja znalezienie rozwiazania analitycznego, co dla
ukladow nieliniowych wystepuje bardzo rzadko, to uzasadniona jest linearyzacja ukladu
nieliniowego. Linearyzacja jest jednak uzasadniona dla malych nieliniowosci I malych
drgan, wystepujacych w analizowanym ukladzie.

Nieliniowo$¢ pojawiajaca sie w ukladach mechanicznych jest zwigzana z nieliniowa
zalezno$cia albo sil pozycyjnych od przemieszczen uogélnionych, albo sit oporu od
predkosci uogolnionych.

Dla ukladu o jednym stopniu swobody sily te wziete z przeciwnymi znakami nazywamy
charakterystykami silowymi. Okazuje sie jednak, ze nie zawsze taki podzial jest mozliwy.
Wspomniane sity pozycyjne zaleza tylko od polozenia, czyli wspélrzednych uogoélnionych, |
mozna je podzieli¢c na zachowawcze i niezachowawcze. Niech przyktadowo F(q) lub M(q)
bedzie odpowiednio taka sila lub momentem sil. Jesli rozniczka dF/dq rosnie ze wzrostem
wartos$ci g, to charakterystyke nazywamy charakterystyka sztywna, przy czym d?F/dg?>0.
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W przeciwnym przypadku charakterystyke nazywamy charakterystyka miekka. Jesli
F(q)=-F(-q), to charakterystyke nazywamy charakterystyka symetryczna. llustruje to rys. 1.

a)

T p* Feo)+u $€(x)

(]

y rys.1

Q|-
=
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Na rys. 1la zaznaczono punkt pracy P. Jesli rozpatrywaé¢ male drgania wokol polozenia X,
to charakterystyke mozna zlinearyzowa¢, biorac pod uwage tylko pierwsze czlony szeregu
Taylora.

Okazuje sie, ze niekiedy nieliniowos$¢ jest znaczna juz przy malym przemieszczeniu lub
obrocie, co ma miejsce np. w ukladach z luzami, i nie moze by¢ pominieta na drodze
trywialnej linearyzacji.

Drugim rodzajem sil sa sily oporu zalezace tylko od predkosci. Naleza do nich sily oporu
osrodka, sily tarcia w wezlach mechanizméw 1 robotow, sily tarcia konstrukcyjnego |
wewnetrznego W materialach itp. W przypadku linearyzacji takich sit zagadnienie jest
stosunkowo proste. Okazuje sie bowiem, ze sily te, chociaz niekiedy duze, mogq mie¢ maly
wplyw na procesy drganiowe i np. przy wyznaczaniu czestosci drgan moga byc
linearyzowane badz nawet pomijane.

Istnieja jednak réwniez kontrprzyklady, kiedy ich uwzglednienie decyduje o charakterze
calego procesu i pominiecie ich jest niemozliwe (np. drgania samowzbudzone wywolane
tarciem).

Wymienione nieliniowos$ci naleza do nieliniowosci typu fizycznego.

Istnieja rowniez nieliniowosci typu geometrycznego przykladem moze by¢ wahadlo
poziome podW|eszone sprezyscie. ;

k

rys. 2 N .m
y oy a0
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W licznych zagadnieniach nieliniowych (dotyczacych np. dynamiki lozysk slizgowych)
linearyzacja jest dokonywana dopiero na drugim etapie - malych drgan dokola stanu
rownowagi, ktory zostaje uprzednio wyznaczony oddzielnie.

Uwzglednienie wystepujacych rzeczywiscie nieliniowosci moze by¢ réwniez konieczne do
uzyskania zadanej dokladnosci analizy w potrzebnym zakresie zmian badanych wielkosci.
Drgania takich ukladéw beda opisane wiec rownaniami rozniczkowymi nieliniowymi.
Utrudni to bardzo analize. Nie ma bowiem calkowicie ogélnych metod rozwigzania takich
réwnan i zawsze sa one niewspolmiernie bardziej pracochlonne w stosunku do analizy
liniowe].

Rozpatrzymy niektére praktycznie wazne przypadki I metody rozwiazywania réwnan
nielinowych. Do takich zagadnien naleza:

- drgania swobodne nieliniowych ukladow zachowawczych, a wiec drgania ukladéw z
nieliniowg charakterystyka sprezysta,

- drgania wymuszone takich ukladow,

- drgania swobodne z nieliniowym tlumieniem, ma to szczegoélne znaczenie do analizy
ustalania sie drgan samowzbudnych; umozliwia wyznaczenie cyklu granicznego, a wiec |
ocene¢ dopuszczalnosci | wplywu tych drgan, np. na proces obrébki skrawaniem,

- drgania ukladu o jednym, dwéch i wielu stopniach swobody z tarciem.
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Drgania swobodne nieliniowego ukladu zachowawczego o jednym stopniu swobody

Rownanie drgan swobodnych nieliniowego ukladu zachowawczego o jednym stopniu
swobody mozna przedstawic¢ W postaci:

& (x)=0 @

gdzie f(x) jest sila pozycyjna odniesiona do jednostki masy.

d (& X
—| — [+f(X)=0; gdzie —+ |f(Xx)dx=E =const; 2
o5 -0 e % it o
Rownanie to0 wyraza rownanie zachowania energii:
UOR +V(X)=E (3)
Uwzgledniajac warunki poczatkowe: dla t=t,=0, Xx=X,, X=X,=V, otrzymuje si¢ calkowita
energie: v2 %o
E=-2+ [f(x)dx (4)
2 9
Przy wykorzystaniu réwnania (2,) oraz (4) otrzymuje sie:
dx dx

— i\/Z{E—Tf(x)dx} t:i)j( +1p
dt . O\H (5)

E —)j(f(x)dx}
0
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Znaczenie praktyczne tak uzyskanego rozwiazania jest ograniczone. Stluzy ono gléwnie do
wyznaczania okresu drgan swobodnych.

Zastosowanie metody plaszczyzny fazowej

Jedna z podstawowych metod analizy wiasnosci drganiowych ukladow nieliniowych jest
metoda plaszczyzny fazowej.

Wprowadzajac zmienne (na plaszczyznie fazowej) x, v réwnanie toru fazowego otrzymuje
sie wprost z (2,): 5

‘% FV(X)=E (6)

Dla réznych warunkéw poczatkowych, a wiec réoznych wartosci E otrzymuje sie rodzine
krzywych, z ktorych kazda jest rozwigzaniem odpowiadajacym okreslonym warunkom
poczatkowym.

Z. rownania toru fazowego (6) wynika

V=12, JE-V(X) (7)

Z. zaleznosci tych wynikaja ogolne wlasnosci torow fazowych ukladu zachowawczego:

- s3 one symetryczne wzgledem osi X,

- w punktach przeci¢cia z osig X jest ona do nich prostopadia,

- punkty osobliwe x, w ktérych jednoczesnie jest v = 0 i f(x,) = O wyznaczaja na
plaszczyznie fazowej punkt odpowiadajacy polozeniu réwnowagi ukltadu.
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Rodzaj rownowagi (i postaé trajektorii w otoczeniu jego polozenia) zalezy od charakteru
zmian energii potencjalnej VV = V(x,) uktadu w jego sgsiedztwie.

Rownanie krzywej fazowej (7) w sasiedztwie polozenia rownowagi, okreslonego
wspolrzedng X, jest rowne:

v V2,[E-V, —1 V¥ (x—x,)¥ )

1) Dla k parzystego (np. k = 2)

- Przy V¥ >0 energia potencjalna ma w polozeniu rownowagi minimum. Réwnowaga jest
stateczna, a przyklad krzywych fazowych pokazuje rys. 3. Tory fazowe sa krzywymi
zamknietymi. Drgania sa okresowe, ale wskutek nieliniowos$ci, nie sg harmoniczne.
Kierunek ruchu w czasie punktu fazowego po torze fazowym zaznaczono, na rys. 3,
strzalkami. Kierunek ten wynika z faktu, ze dla v>0 przemieszczenie x wzrasta, dla v<0
przemieszczenie maleje.

- Przy VX< 0 energia potencjalna ma w polozeniu réwnowagi x = X, maksimum. Polozenie
réwnowagi X = X, jest niestateczne. Przykladowy obraz toréw fazowych dla takiego
przypadku pokazano na rys. 4. Odpowiadajacy polozeniu rownowagi punkt osobliwy B
nazywa sie siodlem.



DRGANIA NIELINIOWE - s.237

2) Jesli rzad najnizszej pochodnej energii potencjalnej réznej od zera w polozeniu
rownowagi, jest nieparzysty (k-nieparzyste, np. k=3) to energia potencjalna ma w
polozeniu réwnowagi, punkt przegiecia. Polozenie réwnowagi jest niestateczne. Tory
fazowe dla takich przypadkow pokazano na rys. 5 odpowiednio dla V. > 0 i V.X < 0. Punkt
C odpowiadajacy polozeniu réwnowagi nazywa sie w tym przypadku ostrzem.

vixA N
E=E; Vix) ——  [=F,
E=E,
" ’ Vn { E=E,
0 L Xr _? i
v : E:E, '
0 A\R , - |x.~ X
.{Z l N v 4 ' £=E
1 /T : E-E, \ : / __ %
I’X 1 1 E— Vp
: E=E
0 ( k' \\// 1
\ 0 >K o

\

~ .
> ? /// \\

rys. 3 rys. 4

'Y 4
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} i
V(%) Vrk >0 Wx).
| / -, o
7 | / " W< o
E=£,
]
Xp 7.- 0 Xp x—ﬁ-
v ? v}
£E= Va £=Ez
=& \"\
0 C
X a

rys.5
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Wahadlo matematyczne

Dowolne wychylenia katowe ¢ wahadla sa opisane rownaniem:

A . - 2

& asineg=0; gdzie a“=g/!
Dla dowolnych wychylen ¢ linearyzacja (Sin ¢ # @) nie jest mozliwa.
Wprowadzajac zmienne na plaszczyznie fazowej ¢, &= ® co mozna zapisac:
® =—0.” Sin 0
Energia potencjalna jest V(o) =a?(1-cose).
Dla warunkow poczatkowych dla t=t,=0; ¢=¢,; 9=, energia kinetyczna wynosi:
2
_ 9 2
E=—+a"(1-cosqp)

Rownanie toru fazowego jest wiec rowne:

0 = £/ 02 — 202(c0s g —c0s ¢) (9)

Tory fazowe dla réznych wartosci energii calkowitej (dla réznych warunkow
poczatkowych) podano na rys. 6.

Wystepuja dwa rodzaje punktow osobliwych. Pierwsze odpowiadaja polozeniu dolnemu
réownowagi statecznej wahadla. Sa to punkty srodkewe dla ¢ = 0, +2%, +4mx, ... . Drugie
odpowiadaja poloZeniu gornemu rownowagi niestatecznej wahadta. Sa to siodla dla ¢ =+,
+3m, +57.
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V(x) 4
) U _AV__..“..‘_E:EZI-
e e mim mnm e e = e e e e _._.__.__E:ES
N N e N~ —f - -—F=E
| - T * 2
T L P ! H -
-;3:1**3 —’271;}—'3?]} 0 ’||ﬂ|l ]ZnHSfr ¢
T BT W !
B i||]l}‘l¢illl ol
BTN AR
IR IR N rys.6
| l |
T B
W L T E=E,
PSP =Nainll
- ¢

V\_@'\@:—:—EI

Jesli calkowita energia poczatkowa nie przekracza maksymalnej wartosSci energii
potencjalnej (odniesionej do jednostki momentu bezwladnosci wahadla): E<V(@),..=20°
to wahadlo wykonuje ruchy okresowe wokot dolnego polozenia rownowagi. W przeciwnym

przypadku (E>2a°), predkos¢ katowa o wahadla jest zawsze tego samego znaku i wahadlo
obraca sie stale w jednym kierunku.

Przy warunkach poczatkowych ¢=@,<m; ®,=0 (czyli E<2a?)
ruch bedzie okresowy. Jego okres mozna wyznaczy¢ catkujac wzoér (9) w granicach od ¢, do
— @, (dla ujemnych predkosci ®).
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Jest wiec: 268 q 00 ¥
_ ¢ : _ 2 ¢
T=- f  T=5 = =
\/Zoc (cos @ —cos gy ) 0 \/sm 0 _sin” Z

Calka eliptyczna pierwszego rodzaju wystepujaca we wzorze (10) moze byé¢ wyrazona
szeregiem potegowym. Wtedy

T = 2"[1+( f sin? ‘p°+(%i) sin4(p—20+...]

Okres zalezy od amplitudy drgan, a wiec od warunkow poczatkowych (rosnie wraz z

amplituda). Linearyzacja oczywiscie daje dla malych wychylen T _ 2
(04

Drgania ukladu zachowawczego wymuszone sila harmoniczng

Niech na uklad o jednym stopniu swobody z nieliniowa sztywnoScia (dajaca sile pozycyjna
S=—f (X) dziala sila wymuszajaca Pcos ot. Rownanie drgan takiego ukladu bedzie wiec:

M- f (X) = P cos ot (10)

gdzie f(x) jest funkcja nieparzysta tj. f(-x) = —f(x) (rys. 7).
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a) S | b) S |

rys. 7

Charakterystyka statyczna tego ukladu przedstawiona jest na rys. 7a dla sztywnoSci
narastajacej z przemieszczeniem X, a na rys. 7b dla sztywnosci malejacej z
przemieszczeniem X.
Do rozwiazania zastosowana bedzie metoda pierwszej harmonicznej. Poszukiwane jest wiec
rozwigzanie harmoniczne o czestosci sily wymuszajacej: X = a cosmt.
Rownanie (10) bedzie wtedy spelnione w kazdej chwili, gdy x=0, wszystkie bowiem
skladniki (sily) sa wtedy zerem, oraz moze by¢ spelnione w kazdej chwili, gdy wychylenie
osigga wartos¢ najwieksza x =a. Réwnanie (10) daje wtedy:

f(a) = P + mw?a (11)
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Rozwiazanie tego rownania dla réznych wartosci amplitudy a mozna uzyska¢ najprosciej
kreslac na wykresie charakterystyki proste przedstawiajace prawa strone réwnania (11).
Wspolczynniki Kierunkowe tych prostych zaleza od czestosci kolowej wymuszenia o.
Otrzymuje sie wiec wartosci amplitud odpowiadajace okreslonym czestosciom wymuszenia.
Pozwala to na zbudowanie wykresu rezonansowego (rys. 8) zaleznosci a/x.; od @/a.

4
i :
a = RN
Xst Az
Af o
y =
0 i /
4 f
Xet ll 1 \
p i 1[ - \‘l
73] o
o 0 7 @
& -
Rys. 8 Rys. 9

Wykres rezonansowy (rys. 8) odpowiada sztywniejacej charakterystyce sprezystej z rys.7a.
Charakterystyce mieknacej z rys. 7b odpowiada wykres rezonansowy podany na rys.9.
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Wspolczesne metody analizy i modelowania w dynamice konstrukceji. Metody numeryczne
rozwiazywania rownan rozniczkowych.

Dynamika ukladéw opisanych rownaniami rézniczkowymi drugiego rzedu moze by¢
sprowadzona do analizy ukladéw opisanych réwnaniami pierwszego rzedu o postaci:

dy; _ e
E_fi(t,yl,...,yN) i=12,..,N )
przy warunkach poczatkowych
Yi(to) = Yio (2)

Numeryczne calkowanie rownan (1) polega na zastapieniu roézniczek przez przyrosty Ay
oraz At i jesli sa one odpowiednio dobrze dobrane (male), to wowcezas otrzymane rownania
algebraiczne dobrze aproksymujg wyjsciowe réwnania réozniczkowe.

Metoda Rungego-Kutty

Schemat tej metody opisuja rOwnania:

Ynie = Yn Ko + O(hg) (3)
gdzie
kK, =hf(t,, y,), kK, =hf (t, + 1/2h, y, + 1/2k,) (4)
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h jest krokiem (przyrostem) zmiennej niezaleznej t, a metoda oparta na powyzszym
schemacie jest nazywana metoda Rungego-Kutty drugiego rzedu.

Obecnie klasyczna metodg stosowang przy calkowaniu rownan rozniczkowych | bardziej
dokladng jest metoda oparta na schemacie metody Rungego-Kutty czwartego rzedu:

kl — hf(tn’yn)

(
ky = hflt, +0,y, + kzl)

(
ks =hflt, +1,y, + k2)
k4=hf(tn+h,yn+k3)

k2 k3 k4 5
5 t=5 5 +0(h") (5)
O ile metoda drugiego rzedu daje dokladno$¢ rzedu O(h®), to metoda czwartego rzedu
poprawia dokladno$é¢ do rzedu O(h°). Jednym z istotnych probleméw tej metody jest
okreslenie bledu obliczen A i znalezienie zwiazku A(h). Jesli krok h; powoduje powstanie
bledu A,, to inny krok h, powoduje powstanie innego bledu A, , ktéry moze by¢
0Szacowany za pomoca WZzOoru: 0.2

kg
kn+1:yn T35 T

Ag

hg=h
0 1Al

(6)
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Powyzsze rownanie moze by¢ wykorzystywane na dwa sposoby. Jesli |A;| > [A,|, to na
podstawie wzoru (6) mozna dobra¢ inny krok h,, aby btad nie byl zbyt duzy. Jesli |A,| <
|Aol, to na podstawie wzoru (6) mozna oszacowaé zwiekszenie kroku obliczen.

W praktyce uzywa si¢ bardziej dokladnego rownania:

| A 0,2
ShlA0 . A=A

h0:< 1025 (7)
Shlifl’ L Ag <A

przy czym S jest liczbg kilka procent mniejsza niz jednosc.

Obecnie uzywa sie zmodyfikowanej metody Rungego-Kutty z adaptacyjng kontrola Kroku
calkowania.

Zmodyfikowana metoda punktu srodkowego

Jesli chcemy wyznaczy¢ zmienna niezalezna y(t) do punktu t + H, to dobieramy Kkrok h

okreslony wzorem: h= % (8)

Metoda wymaga n + 1 przeksztalcen prawej strony réwnan (1) wg wzorow:

Z, =Y(1); z,=2,+hf(t,z,); Z.,=2.,+2hf(t+mh,z_), m=12..,n-1

m-+1

y(t+H)~y, =3[z, +z, 4 +hf(t+H, z,)] 9)
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Wspélrzedna z jest Srednig aproksymacja wartosci funkcji, natomiast y, jest koncowa
aproksymacja do wartosci y(t + H). Generalnie metoda ta '‘przegrywa' w zastosowaniach
ze zmodyfikowana metoda Rungego-Kutty z adaptacyjna kontrola kroku calkowania.

Metoda Bulirscha-Stoera

Metoda ta pozwala osiagna¢ najwyzsza dokladnos$¢, jeSli rozwiazaniami analizowanych
réwnan sa funkcje gladkie.

Najpierw, jako jedna z trzech gléwnych idei tej metody, omoéwimy ekstrapolacje
Richardsone'a. Zakladamy istnienie analitycznej funkcji bedacej rozwiazaniem. Jest ona
testowana dla réznych krokow h, z ktérych zaden nie daje zadanej dokladnosci. Jesli wiemy
wystarczajaco duzo 0 formie poszukiwanej funkcji, to w rezultacie znajdujemy jej postaé
dla h = 0. Nastepnym krokiem jest ekstrapolacja funkcji wielomianami. Wreszcie trzecia
idea polega na wyborze takich funkcji, ktore daja bledy rzedu h?. Wszystkie wymienione
wyzej elementy sq znane pod nazwa metody Bulirscha-Stoera.

Calkowanie ukladow zachowawczych

W tym przypadku nie ma potrzeby sprowadzania réwnan do rzedu pierwszego. Opisana
metoda Bulirscha-Stoera umeozliwia otrzymanie bardzo efektywnych wynikow dla réwnan

typu:
k=1 (t,x);,  X(tg) =Xg;  Xlg) =2 (10)
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J. Stoermer jako pierwszy zaproponowal nadal popularna metode, polegajaca na
nastepujacej formule:

X1 = Xo +h|zg + 3 hf (tg, X))

X1 — 2Xp +Xyq = hF (tg +hk, x,), k=12,..,m-1 (11)

7= Xm ‘hxm—l) +Lhf (tg +H, Xpn)

gdzie h=H/m; z,=W¥t;+H) (12)

Sztywne uklady rownan

Jesli w ukladach réwnan ré6zniczkowych zmienna niezalezna zmienia si¢ wg réznych skal,
wplywajac na warto$ci zmiennej zaleznej, to takie uklady réwnan nazywamy ukladami
sztywnymi. Rozpatrzmy nastepujacy uklad rownan

¥=998x +1998y 13
W= —999x —1999y (13)

z warunkami poczatkowymi
x(0)=1,y(0)=0 (14)
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Po wprowadzeniu transformacji

X=2U-V
y=—-u+v (15)
otrzymujemy rozwiazanie o postaci
X = Ze—u _e—lOOQJ (16)
y = _e—u " e—lOOQJ

Obecnosé czlonéw e-1%% wymaga kroku h <<10-3, aby metoda byla stabilna.

Obecnie istniejg trzy zasadnicze metody, prowadzace do rozwiazania sztywnych ukladow
rownan rozniczkowych:

a) zmodyfikowane metody Rungego-Kutty (np. metoda Rosenbrocka),

b) zmodyfikowana metoda Bulirscha-Stoera,

c) metoda predykcyjno-korekcyjna oparta na metodzie Geara.

Metoda Rosenbrocka

Metoda ta polega na poszukiwaniu rozwigzania o postaci:

S
y(to +h)=yg + Y CiK; (17)
i1
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gdzie poprawki k; moga by¢ znalezione przez rozwiazanie s liniowych réwnan o postaci:

-1 -1
(I—’Yhf|)k| = hf yO+ZOCijkj +hflzy”kj i=1,2,...,S (18)
J=1 J=1

Wspélczynniki v, ¢;, a;; 1 v;; sa pewnymi stalymi niezaleznymi od rodzaju problemu. Jesli
y=y;;= 0, to metoda redukuje si¢ do metody Rungego-Kutty. Réwnania (18) pozwalaja na
rekurencyjne wyznaczenie poprawek ki, k,, ...

Kluczowym algorytmem, potrzebnym przy calkowaniu sztywnego ukladu rownan, jest
metoda oparta na automatycznym doborze kroku calkowania. Na podstawie rownania (19)
szacuje si¢ dwie wartosci Yy, jedna rzeczywista i druga szacunkowa Yy*, Z réznymi
wspolczynnikami c*, 1 = 1,2,..., s*, gdzie s* < s, ale dla takich samych wartos$ci poprawek k.
Roznica y—y* umozliwia oszacowanie bledu, ktory dalej jest uzywany do kontroli kroku. W
celu redukcji mnozenia, wystepujacego po prawej stronie réwnania (18), wprowadzamy
wielkos¢:

i1
g; = kZYikkkYki (19)

Rownania przyjmujq postac:
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| h. — C3191+C3292
(—h—fbs—f (Yo +a3101 +2359, )+ =EL

=S

(-

~<

)3 f(yo +8a4101 +84205 +a4303)+ S

(20)
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Metody numeryczne stosowane przy systematycznej analizie drgan

Jesli chcemy okresli¢ rozwigzania rownan (21), to musimy znaé warunki poczatkowe q(t,) =
0o, tzw. wektor stanu. Po numerycznym scalkowaniu réwnan ruchu w czasie réwnym
przyblizonemu (lub dokladnemu) okresowi T, znajdujemy inny wektor stanu q(T,), ktéry
zalezy od punktu startu, czyli wektora g,. Zamiast obserwowa¢ caly przebieg od chwili t, do
chwili T,, wystarczy ograniczy¢ si¢ do analizy tylko dwéch punktéw (wektoréw stanu)
odpowiadajacych tym odcietym.
Przedstawiono to schematycznie narys. 1 dlan = 1.
W przypadku rozwigzania okresowego o okresie T, oba wektory musialyby spelniaé
warunek

d(To, do) =9 =0 (23)
Powyzsze réwnanie stuzy do numerycznego okreslenia wektora ¢, za pomoca metody
Newtona. Daje ona rozwiniecie w szereg Taylora wokoét k-tego przyblizenia rozwigzania ¢,
Z ograniczeniem sie¢ W rozwinieciu tylko do cztonéw liniowych. Po przyréwnaniu tego
rozwiniecia do zera otrzymujemy réwnanie liniowe do wyznaczenia poprawki Aq,®.
Jakobian metody Newtona jest okreslony wzorem

_09(Tp.90) | _ N (24)
J= — o, | =N-1I
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gdzie | jest macierzg jednostkowa. Po zakonczeniu iteracji Newtona bierzemy otrzymang w
ostatnim kroku metody macierz N, ktorej wartosci whasne sa multiplikatorami
charakterystycznymi. Okres$laja one statecznosé i bifurkacje analizowanej orbity. Opisana
metoda nosi nazwe metody strzelania.

Drugim konkurencyjnym sposobem jest metoda oparta na algorytmie Galerkina.

Metoda roznic skonczonych (metoda roznicowa)
Zamiana rownania rozniczkowego na roznicowe. Aproksymacja pochodnych ilorazem
roznicowym(lub wyrazeniami wyzszego rzedu):

Gorny iloraz réznicowy: (progresywny)

f’(_x())% f('x0+A X)—f(_x[:,)
Ax

f(x)4

— Centralny iloraz réznicowy:
\ » flx,+Ax)=flx,—Ax)
/ ('x('l)%

\ - 2 A X
Dolny iloraz roznlcowy

f(xo) fxy—
AXx

Awsteczny)

X — AX Xq Xq + Ax ; f ! ( X 0 ) =
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Z 3-krotnego zastosowania wzoru na centralny iloraz réznicowy dostajemy:

X, +Ax)—f(x X, )—fx,—Ax
f’(x[,+A,x/2)%f(Y0+ v)=flx) f’(xO—Ax/Z)%f(Y”) flx,—Ax)

\A X / " Ax

f(x,+Ax12)-f"(x,—Ax/2)

£ =

l

flx,+Ax)=2f(x,)+ f(x,—Ax)

[y )
0 (Ay)
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Rownania rozniczkowe czastkowe drugiego rzedu
»Rownanie Reynoldsa”

Metoda roznic skonczonych,

<
<

v schematy roznicowe,
— . Rownanie réznicowe roznice progresywne lub
l?rzyj(_;cw siatki centralne
obliczeniowej 50x20 [ . op Piiij—Pij
v ob K

Uklad 1000 rownan liniowych z 52p _Pijaa 2P, j+Pi i1

1000 niewiadomych > >
Wilasne procedury 0z7 H

obliczeniowe [

JV o \=

oy c‘

Program matematyczny Mathcad 12 lub Matlab 7.1. § N,
Rozwigzanie metodq macierzowa rownania typu g =
N

C-P=A L S

. Lo . - LB
Macierz wspoétczynnikow C o wymiarze 1000x1000 < 2
elementow e S

£ =

v s S

~

Rozklad cisnienia hydrodynamicznego = sila nosna ol
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Metoda Elementow Skonczonych (MES, ang. FEM, finite-element method) -
zaawansowana matematycznie metoda obliczen fizycznych opierajgca sie na
podziale obszaru (tzw. dyskretyzacja, ang. mesh), najczesciej powierzchni lub
przestrzeni, na skonczone elementy usredniajgce stan fizyczny ciata |
przeprowadzaniu faktycznych obliczen tylko dla weziow tego podziatu. Poza
wezlami wyznaczana wlasciwos¢ jest przyblizana na podstawie wartosci w
najblizszych weztach.

Metoda pokrewng jest metoda elementéw brzegowych.

Jesli obliczany model posiada symetrie ksztatltu i wymuszenia, wowczas mozna
obliczy¢ tylko czes¢ obiektu celem szybszego uzyskania wynikéw, tak jak to
przedstawiono na rysunku.

Obliczenia MES moga by¢ przeprowadzane w przestrzeni dwuwymiarowej (2D),
gdzie dyskretyzacja sprowadza sie najczesciej do podziatu obszaru na trojkaty.
Rozwigzanie takie pozwala na obliczenie wartosci pojawiajacych sie w przekroju
danego uktadu. Zwigzane sg z tym jednak pewne ograniczenia wynikajgce ze
specyfiki rozwigzywanego problemu.

Z uwagi na postep techniki komputerowej w ostatnich latach wiekszos¢é pakietow
symulacyjnych wyposazona jest w mozliwos¢é rozwigzywania zagadnien w
przestrzeni tréjwymiarowej (3D). Dyskretyzacja zazwyczaj polega na podziale
obszaru na czworosciany. Modelowanie takie pozbawione jest fundamentalnych
ograniczen technologii 2D, ale jest znacznie bardziej wymagajace pod wzgledem
pamieci i mocy obliczeniowej komputera
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Podstawowg zaletg MES jest mozliwos¢ uzyskania wynikow dla
skomplikowanych ksztattéw, dla ktorych niemozliwe jest przeprowadzenie
obliczen analitycznych. Oznacza to, ze dane zagadnienie moze by¢ symulowane w
pamieci komputera, bez koniecznosci budowania prototypu, co znacznie utatwia
proces projektowania.



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/80/Example_of_2D_mesh.png
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7b/FEM_example_of_2D_solution.png
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Podzial obszaru na coraz mniejsze elementy skutkuje zazwyczaj dokladniejszymi wynikami
obliczen, ale jest to okupione zwiekszonym zapotrzebowaniem na moc obliczeniow3a
komputera. Dodatkowo nalezy liczy¢é sie z nakladajacymi sie bledami obliczen
wynikajacymi z wielokrotnych przyblizen (zaokraglen) przetwarzanych wartoSci. Jesli
obszar sklada sie z Kilkuset tysiecy elementow, ktére majg nieliniowe whasnosci wowczas
obliczenia musza by¢ odpowiednio modyfikowane w kolejnych iteracjach tak, aby kencowe
rozwiazanie bylo poprawne.

Symulacje MES nie moga by¢ przeprowadzane w czasie rzeczywistym, poniewaz dla
bardzo skomplikowanych ukladoéw rozwiazanie danego problemu meoze by¢ bardzo
dlugotrwale (W zaleznoS$ci od stopnia skomplikowania i mocy obliczeniowej komputera czas
ten moze wynosi¢ do kilku sekund do kilku dni, a nawet i dluzej). Dodatkowo, wartosci
obliczone metoda MES obarczone moga by¢ bledami, ktorych wartos¢ zalezy od zalozen
przyjetych podczas formulowania problemu do rozwiazania, jak réwniez | dokladnosci
dostepnych danych materialowych. Dlatego tez, jesli to tylko mozliwe nalezy dane obliczone
zweryfikowa¢é¢ z danymi zmierzonymi na rzeczywistym urzadzeniu lub ukladzie

Metoda elementow brzegowych

W przeciwienstwie do MES w MEB dyskretyzacji podlega jedynie brzeg ciata co pozwala na
zmniejszenie liczby elementéw. Z tego powodu istotny jest kierunek linii okreslajacej brzeg.
W przypadku modelu plaskiego brzeg powinien by¢ opisany linia w kierunku przeciwnym
do wskazéwek zegara. W przypadku modelu przestrzennego normalna do powierzchni musi
by¢ skierowana na zewnatrz materialu.
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Metoda elementéw brzegowych rozwija sie w ostatnich latach bardzo dynamicznie. Wielka
je] zaleta jest wzgledna prostota formulowania | rozwigzywania skomplikowanych
zagadnien teorii potencjalu, teorii sprezystosci oraz analizy | optymalizacji konstrukcji
inzynierskich. W zadaniach przestrzennych, dyskretyzacji ulega zwykle powierzchnia ciala,
a w zadaniach plaskich jego brzeg, co zmniejsza o rzad wymiar problemu.

Do wyprowadzenia rownan calkowych opisujacych zadanie, niezbedna jest znajomos$¢
rozwigzania podstawowego (fundamentalnego). Jest ono bardzo waznym pojeciem
stosowanym w MEB, ktoremu mozna nada¢ sens fizyczny.

Metoda elementéow brzegowych nie wymaga znacznego stopnia dyskretyzacji i daje
mozliwos¢ obliczania odpowiednich calek brzegowych w sposéb analityczny. Jej podstawy
wiazg si¢ z klasyczng teorig potencjatu.

Mala popularnos¢ tej metody wynikala poczatkowo z braku odpowiednich narzedzi
obliczeniowych shuzacych do rozwigzywania duzych ukladéw réwnan algebraicznych, ktore
buduje sie przez skonczenie wymiarowa aproksymacje zadan opisanych wyzej
wymienionymi réwnaniami.

Powszechne zastosowanie elektronicznej techniki obliczeniowej w drugiej polowie XX
wieku sprawilo, ze metody numeryczne, a w tym MEB zaczela sie intensywnie rozwijac.
Nazwe metody wprowadzili do literatury naukowej Banerjee i Butterfield oraz Brebbia i
Dominguez w 1977 roku.
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Czesto tworzy si¢ siatke mieszang
(hybrydowa), gdzie obszar warstwy
przysciennej modeluje sie kilkoma

warstwami siatki strukturalnej,

natomiast caly pozostaly obszar jest
niestrukturalny
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