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Wspotrzedne kartezjanskie: Wspolrzedne uogolnione:
?_}[xj:-.1";'.-:;'J~ i=12,..p qf o gdzie =125,

Wspotrzedne prostokqgtne (kartezjanskie) dowolnego punktu mozna wyrazié w zaleznosci
od wspotrzednych uogolnionych:



Wspoéirzedne uogolnione

Ogolne rownanie dynamiki korzystnie jest przedstawi¢ w tzw. wspolrzednych
uogolnionych, ktore przedstawiaja soba minimalng liczbe niezaleznych parametrow,
okreslajacych jednoznacznie polozenie ukladu w przestrzeni.

Zaklada sie najogolniej, ze na wuklad materialny nalozono Kk geometrycznych

(holonomicznych) 1 | kinematycznych (nieholonomicznych) wiezéw. Dla takiego ukladu
ztozonego, nieholonomicznego liczbe jego stopni swobody s, wyznacza sie ze wzoru:
s,=3n-k-| (@)

gdzie: 3n - liczba stopni swobody n punktow materialnych.
Dla ukladu holonomicznego liczbe stopni swobody s oblicza si¢ ze wzoru:

s=3n-k (b)
Niech q,, d,, ..., 0,, 0znaczajg wspélrzedne uogolnione ukladu. Ich liczba dla ukladu
holonomicznego wynosi:
m=3n-k=s (c)

Wspélrzedne uogolnione g, mogg by¢é obrane dowolnie, ale tak zeby przy ich pomocy
mozna bylo zastapi¢ wspolrzedne kartezjanskie Xx;, y;, z; w opisie promienia-wektora r;
punktéw materialnych ukladu. tj.

r=r;(d, q -, e t), 1=1,2, ..., 10



Sily uogolnione

Praca przygotowana:

AL = Zl:d_ ZF &, =3 (0% + F,d, + F,or,)
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Przemieszczenie przygotowane:
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Zmiana kolejnosci sumowania




Sily uogolnione
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Sita uogdlniona:

Praca przygotowana:



Sily uogolnione

Sita uogodlniona: Q; = Z F. or,

Praca przygotowana: oL = Z Q;0q;

W ogolnym przypadku sila uogélniona jest funkcja g, 611- | t przy czym j=1, ..., m.

Nalezy zaznaczy¢, ze obliczajac sile Q; z reguly nie korzysta si¢ z powyzszego wzoru.
Zazwyczaj dla ukladu nadaje sie¢ takie przemieszczenie wirtualne, przy ktérym 6q,=0 dla
wszystkich k oprocz k=j. W tym przypadku 6L=Q;50;, stad

W ogélnym réwnaniu dynamiki prace wirtualng sit czynnych, przy uwzglednieniu
powyzszej zaleznoS$ci, zapisuje sie¢ W postaci:

n m
> Fdr = 2.Q;0;
i=1 j=1



Sily uogodlnione - przykiad

@ —wspolrzedna uogolniona

OL = For, = —F - Lsing - 6@

0L =Q, 09

Sita uogodlniona:

Qp = —FLsing




Mechanika analityczna w dynamice

n

> (F; —m;&)-5r; =0
i=1

Powyzsze rownanie jest spelnione dla wiezow idealnych, w ktorych:
S
0 r;

;':laqj

or; = 0q;

Przy czym:

ri =1i(q1,q2 -, s t) q; = q;(t)
Pamietamy, ze zazwyczaj dla ukladu nadaje sie takie przemieszczenie wirtualne, przy
ktorym 80,=0 dla wszystkich k oprécz k=j. Inaczej méwigc, poniewaz 60; sa dowolne,
mozna zalozy¢, ze tylko jedna wariacja 6q; jest rozna od zera. Wowczas:
61"i
aq;

or; = 04



Rownania Lagrange’a

@Ti
Z(Fi mlrl)-a—:o
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Z e or;
PR
aqg . 0
L= qj 1=1 qj

Powyzszych rownan mozna utozyc tyle, ile jest wspoirzednych uogolnionych!



Rownania Lagrange’a

n

- 3 @Ti @Ti
m; T = F,: i
Z 0q., Z 0q.

i=1

Prawa strona rownania to sq sily uogolnione:

Stqd:



Dwie tozsamosci

n
NEERES — (/.
aqg . J

= qf

Do przeksztalcenia lewej strony rownania niezbedne jest wyprowadzenie dwoch tozsamosci.
Pierwsza tozsamosé:

r; =1i(q1, 92, -, qs,t) q; = q;(t)

Po zroézniczkowaniu wektora wodzacego (wyrazonego we wspdétrzednych
uogolnionych) wzgledem czasu otrzymamy predkosci uogodlnione:

ari . +@Ti ) +ari
aQIQI aquS

L L at_

Rézniczkujgc powyzsze rownanie wzgledem konkretnego qi otrzymamy pierwsza
tozsamosc:

af‘i ari

aqj 6qj




Dwie tozsamosci

Pamietamy ze:

_ ar; ar; ar;

ri=v; = aQIQ1+" +aqsqs+ﬁ
d [(0r; 0°r; 0°r;  0°r;
E(aqj) " 9g,0q; " 9g.0q, 1 T 9taq,

Z drugiej strony rozniczkujac wzgledem q; wyrazenie r,, mamy:

@‘i‘i @zri . - @zri . @zri
— q P q
dq; 0q;0q; 0q;0qs *°  0q;0t




Dwie tozsamosci

d a?‘i 621"i . 621‘i ) azri 6?‘[ azri
= Gy + -+ ds + 30 = 303
dq;) 0q.0q; 0q,0q; ataq; q; 0q;0qy

d 67} - af}
dt\dq;) 0q;

dt

q, +

Druga tozsamos¢.

Pierwsza tozsamosc.

Rownanie rownowagi:
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Rownania Lagrange’a

n

i=1

Przeksztalcajgc lewq strone rownania mamy:

. a?’i d .
m;r;- = m;r;|
. 6qj de\ Ut




Rownania Lagrange’a

Dla calego uktadu (n punktow) mamy:

- Gr - d| o mivf 0 mivzg
m;r; —
6q Z dt|0q;\ 2 o

1=
n n

il 0y | e (3
6q dt [0q; = 2 0q; 2

="

Wykorzystujac energie¢ kinetyczng ukladu punktow materialnych to jest
Powyzsze rownanie mozna napisa¢ w postaci:

e (67’) oT
m;r;- = : -
6qj. dt qu. 6qj

d (0T \ 0T
dt\dq; aqj_Qf

L




Rownania Lagrange’a w potencjalnym polu sity

d (0T \ 0T
de\oq;) 0q; Z

Energia kinetyczna jest zatem funkcja:

T = T(QL 1 (s Ch! "t (’?S! t)

W przypadku ruchu uktadu w potencjalnym polu sit mamy:

V= T(QL ey qs)

d(a'r) 0T . oV

dt\dgq; ) aq, " agq;



Rownania Lagrange’a Il rodzaju

Wprowadzajac funkcje Lagrange’a:
L=F=V

Réwnania Lagrange’a Il rodzaju przyjmujg postac:

d(a(T—V))_a(T—V)_O

dt\  0g; 0q;

d (oL\_ oL _ .
dt\oq;) dq;



Rownania Lagrange’a - przykiad 1

d(@L) OL_O d(aT) iy JV
dt \0q; 0q; dt \0q; aq; 0q;

Znalez¢ rownania ruchu wahadta matematycznego

Energia kinetyczna:

s =INIR= ¢ ¢

d (0T\ 0T oV d (T _ .
s 5 ()



Rownania Lagrange’a - przykiad 1

d(aT) GT_ aV

dt\og) dp  d¢
OT_O d 0T\ 2
dp dt(aqb)_m 4

Energia potencjalna:

V =mgl(1— cose)

mi?

@ = —mgl- sing v
% = mgl - sing

@, +%Sin<p =0



Rownania Lagrange’a - przykiad 1

Praca przygotowana sily cieikosci:

0L = mgdr - cos (g + go)

or =1L-o6¢

oL = mglde - sing

6L =Qdq v _
— =mgl - sing

Q =mgl-sing 09



Rownania Lagrange’a - przykiad 2
Znalezc rownania ruchu wahadta matematycznego z poziomg sprezynag

PolozZenie i predkosé punktu A:

x =&+ L-sing y=1L1-cosp

x=¢+1l¢-cosp Y =—lg-sing
Energia kinetyczna i potencjalna:

1

1 . .
T = Em(lz(pz + &% + 2lpécosy)

1
V =—mgy —|—§k62

1
V =—mgl-cos —|—§k62



Rownania Lagrange’a - przykiad 2

Réwnania Lagrange’a Il rodzaju dla omawianego uktadu:

d(aT) GT_ aV

de\og)  dp ~ dg
d (dT\ oT  dV
dt\og¢) o0&  0¢

Rownania ruchu uktadu:

ml?p + ml?€cosp + myglsing = 0

mé + mlpcosp — mlgp?sing + kf = 0

a dla wahadta bez czeSci sprezystej byto:

Dla matych katéw wychylen (singp=g@, cosg=0¢): ml* ¢ =—mgl-sing

"+1"+g = 0 "+l"+k = 0
¢ lé’ [9= ¢ g mf—



Rozwiazania rownan ruchéw wahadet

Rozwigzanie dla wahadia bez czeSci
sprezystej (dla matych katow):

(}:’)—I—%Simpzo ‘mlz %

po zastosowaniu metody przewidywania:
Dla wahadta ze sprezyna: @ = A;sinw it & = A,sinw,t
2 ' 1 2 [ g '
— A wiSinw,t — ?Azcuzsmwzt + TAlsmcult
=0
1 k

o ——A,wisinw,t — lA, w?sinw,t + — A, sinw,t
f—l—lgo—l—mf—o [ 1292 2 1 W1 16 A2 2
=0

.
P m——— O

Obliczenia iteracyjne moga B
: .4 (WIS w5 +
sie zaczac od: m 2 Tm



Rownania Lagrange’a Il rodzaju

W ukladzie holonomicznym wielkosci 6q; (J=1,2, ...m) s3

d (i 0T niezalezne, a liczba wspoélrzednych uogoélnionych réwna jest
— (— — Qj liczbie stopni swobody ukladu, tj. m = s.
dt \ dq j dq J Rownania Lagrange'a drugiego rodzaju, tworza uklad s

réownan wzgledem s funkcji q;(t).

Rzad tego ukladu rownan jest réwny 2s. Jest to najmniejszy meozliwy rzad réwnan
réozniczkowych ruchu rozpatrywanego ukladu, poniewaz wartosci poczatkowe wielkosci
q;19; =1, 2, ..., s) moga by¢ dowolne.

Formulujac rownania Lagrange'a nalezy najpierw zapisa¢ energie kinetyczng T ukladu
ogolnie w funkcji wspolrzednych i predkosci uogolnionych, znalez¢ sily uogoélnione Q;
oraz dokona¢ rézniczkowania funkcji T(q;, q;, t). Posta¢ rownan Lagrange'a nie zalezy
od wyboru wspétrzednych uogélnionych q,, g,, ..., 4., zmienilyby sie tylko funkcje T 1 Q.
Wynika stad, Ze rownania Lagrange'a maja wlasnosci niezmienniczosci wzgledem tzw.
przeksztalcen punktowych, tj. przy nowych wspolrzednych uogélnionych zaleznych od
starych.

Rownania Lagrange'a nie zawieraja reakcji wiezow idealnych. Aby je wyznaczy¢ nalezy,
po scalkowaniu réwnan Lagrange'a, podstawi¢ funkcje q;(t) do réwnan wiezéw,
wowczas wypadkowa R; reakcji wiezow, przylozonych do punktu M;, znajduje si¢ ze

zwigzkow (gdzie r; = a)):
R; = m& F(r;, &t);



Energia kinetyczna ukiadu materialnego

Aby stosowa¢ rownania Lagrange’a, energia kinetyczna musi byé sformulowana w
wielkoSciach uogolnionych. W ukladzie wspolrzednych prostokatnych (Kartezjanskich)

energia kKinetyczna ma nastepujaca postac:
n
5 1 52 2 5
= mx i+ v + 27)
i=1

Wspélrzedne Kartezjanskie sa funkcjami ; oraz t. Stad rézniczkujac poszczegoélne
wspolrzedne Kartezjanskie wzgledem czasu otrzymujemy:

. O0x; +6x . +6x +6x,;
xf_aqlql aqz QZ aqSQS at
Oy . 0y, 0y; . 9Yi
yf_anQ]_+aq2qz+ +aqSQS at
. 0z; 62- 0z; 62
i~ " 34, 9. s T ot

qu



Energia kinetyczna ukiadu materialnego

Po zastosowaniu konwencji sumacyjnej mozna zapisac:

. 0x; Py 0x; - 0x; N dx; . oo . A— ]
= 0q, aq, ™ p Z dqs s+ 3¢ %~ dq; i
0y 0y 0yi . 0y 0y . . 9V
- : . : . 1 » -
yl GQIQI+GQZQZ+ +aqsq5 at yl aq}q_}—l_atl } )
0z PO 0z; . 0z; N dz;0 |, O - I —
A= an Ch an qz aqS qs dt Zi aq; qj dt s
[



Energia kinetyczna ukiadu materialnego

Wstawiajac uzyskane skladowe predkosci do energii Kinetycznej, otrzymujemy:

1 e w1
— > Gty + b qx 5 Co

gdzie:

dx; dx; 0y; dy; 0z Gzi)

d,; = Qi =kan + +
S “ L(a%aqz d0qx 0q; 0qy 0q,

b, =08 (Gx,; 0x; - dy; dy; A 0z; %)

() (2 4 (2]

Co = My




Energia kinetyczna ukiadu materialnego

Gdy wiezy, ktorym podlega uklad, sa skleronomiczne, wowczas wspolrzedne Xx;, y;, z; nie
zaleza bezposrednio od czasu, t.j.:

@xi_@yi_azi_o
ot Jdt Jt

W takim przypadku b,=0, c,=0 i energia kinetyczna moze by¢ wyznaczona w sposob
uproszczony:

1
T = Eflkz%fh

Gdy ukiad posiada wiezy skleronomiczne to energia Kinetyczna przyjmuje
postac, jest jednorodng forma kwadratowg predkosci uogolnionych, ktéra
jawnie nie zalezy od czasu.



Energia kinetyczna ukiadu materialnego

Forma kwadratowa jest niezwyrodniata. Stad wynika, ze wyznacznik ze
wspotczynnikow energii jest rozny od zera dla dowolnych q,, 0, , ..., q,,,, to jest:

det[aIk ]Tkzl £ 0

W takim przypadku forme kwadratowa energii kinetycznej mozna zapisa¢ W
postaci:

TZZ

=1 aq j

Z powyzszego Wzoru wynika bezposrednio, ze energia kinetyczna jest nieujemna, to
jest T> 0. Dla T > 0, zgodnie z twierdzeniem Sylwestra, wyznacznik a, bedzie
réwniez wigkszy od zera.



Rozwigzywalnos¢ rownan Lagrange'a wzgledem
przyspieszen uogolnionych

WyKkorzystujac pelng forme energii kinetycznej w rownaniach Lagrange'a mozna je
przedstawi¢ w postaci

S

j=1

gdzie funkcje f; nie zalezg od przyspieszen uogélnionych.
Poniewaz wyznacznik z a; dla liniowego ukladu rownan przedstawionego powyzen
wzgledem ¢j;, jest rézny od zera, to uklad ten ma jednoznaczne rozwiazanie W postaci:

@ZGj(Qi,@ﬁC’t)

Powyzszy wzor przedstawia normalng posta¢ rownan rozniczkowych zwyczajnych
drugiego rzedu, to jest rozwiklanych wzgledem drugich pochodnych g;.

Z teorii rownan rézniczkowych, przy pewnych ograniczeniach na funkcj¢ G;, np. przy
Istnieniu ciaglych pochodnych czastkowych tej funkcji (w mechanice na ogol to
zachodzi), réwnania te maja jednoznaczne rozwiazanie dla dowolnych warunkéw
poczatkowych:

d; (0) = dje §;(0) = Q;o- Gdy te warunki sg spelnione réwnania Lagrange'a W powyzszej
postaci spelmiaja warunek okreslonosci ruchu Newtona-Laplace'a.




Rownania Lagrange’a I rodzaju

i(Fi —m;&)-3r; =0

1=1

Sita reakcji jest proporcjonalna do wiezow ukltadu mechanicznego, okreslonych
rownaniem f(x,y,z,t) :
df af W

R :R:/‘{al‘l‘/‘{@]‘F/‘{Ek

A - mnoznik Lagrange’a
Roéwnania Lagrange’a | rodzaju dla punktu materialnego maja postac:

J of J of ) of
mx:wa"‘/la myzFWy—l—/'l@ mZZsz‘l‘/lE

gdzie: F,, - wypadkowa sita dziatajaca na punkt materialny



Rownania Lagrange’a I rodzaju

L
R=R=/"9WE . ) "
0x " Oy}+ 0z

e (S ()

Mnoznik Lagrange’a mozna wyznaczy¢ nastepujaco:

R

@@

A=




Rownania Lagrange’a I rodzaju - przykitad

Dany punkt materialny o masie m, porusza si¢ po powierzchni (wiezy!) okreslone;
ponizszym rownaniem (a,b,c,d - stale), w polu sit grawitacyjnych. Okresli¢ sile
reakcji wiezow.

f(x,y, z) SNiREERREG= 7z + d = 0

of _ of _, Of

a—a, @— ; E—C
J of J of ) of
mx = By +/1a my:Fwy +A@ mz:sz_l_AE
mi=A-a my =A-b mZzZ=-mg+A-c

Nalezy wyznaczy¢ mnoznik Lagrange’a!



Rownania Lagrange’a I rodzaju - przykitad
[ (x, v, z) SN 7 + d = 0

f e
gz = aX+by+cz=

mi=A-a my =A-b mZ=-mg+A-c

dzf (12 b2 62
—=A—4+1—4+A——9c=0

dt? m m m
A g¢ _— A
a’ + b% + c* y

mi =21, a my =Ap-b mz =SS, - C



Rownania Lagrange’a I rodzaju - przykitad

mgc

A=
a’ + b?% + c?

oSt — A,

af af pbf
—— =GN —
0x ady 0z

L s e O f
R—R—Aal‘l‘ﬂ.@]‘Fﬂ.E’(

R = )I.O(Ii =+ )]'Ubj =t /’].0Ck



Rownania Lagrange’a I rodzaju - przykitad

Wyznaczenie trajektorii ruchu

mi =/4,-a my =Ap-b mz =NSGRGREA, - C

Catkujac powyzsze rownania dwukrotnie, otrzymujemy:

X = Ao V210 t4C
Zm 1 2
A”bt2+Ct+C

Yy = om 3 4

AaC +m

7 = DZm Jt2 4 ot +C,

Stale calkowania musza byc¢ tak dobrane aby speinialy tozsamosciowo
rownania wiezow. Wyznaczamy je dla warunkéw poczatkowych uktadu



- diekuye za iwsge!




