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Mechanika Analityczna

Mechanika analityczna  wyKkorzystuje  zalety @ wiezow  uktadow
mechanicznych do rozwigzania problemu. Wiezy ograniczajg liczbe stopni
swobody uktadu wiec mogg by¢ wykorzystane do zredukowania liczby
rownan ruchu. Wymaga to jednak zdefiniowania wspotrzednych
uogolnionych w ktorych wyrazone sg wszystkie wielkosci takie jak energia
potencjalna i kinetyczna lub sity uogolnione.

Mechanika analityczna moze sie opiera¢c na dwoch podstawowych
podejsciach: rownaniach Lagrange (Lagrangian oparty o uogolnione
predkosci w przestrzeni konfiguracyjnej) lub rownaniach Hamiltona
(Hamiltonian oparty o wspotrzedne i odpowiadajgce im momenty w
przestrzeni fazowej). Oba podejscia sg rownowazne.

Mechanika analityczna nie wprowadza nowych praw fizyki! Nie jest tez
uogolnieniem mechaniki klasycznej. Jest to zbior rownowaznych

formalizmow w opisie zjawisk mechanicznych. ‘.@r'




Réwnania ruchu w uktladzie Kartezjanskim

= m-+*z

dt? Fip =

i=1
Powyzsze rownania to rownania rozniczkowe ruchu punktu materialnego
w prostokatnym uktadzie wspoétrzednych; ale mamy tez inne uktady odniesienial



Mechanika Analityczna

Mechanika analityczna zajmuje sie badaniem wtasciwosci rownan ruchu
uktadow mechanicznych, uwarunkowanych szczegolng ich postacia. W
mechanice analitycznej operuje sie szerszym zakresem analizy matematycznej
niz ma to zazwyczaj miejsce w innych dziatach mechaniki klasyczne;.

Mechanika analityczna rozpatruje ogolne zasady mechaniki; wyprowadzenie z
nich podstawowych rownan rézniczkowych ruchu i metody ich catkowania.
Dynamika analityczna posiada wtasne metody badan, przydatne do
rozwigzywania ztozonych zadan mechaniki, a takze zadan innych dziatow fizyki.

Przemieszczenia niektorych punktow nieswobodnego ukladu materialnego
nie mogg by¢ dowolne z powodu dziatajacych na nie ograniczen ruchu w
postaci wiezéw. Oznacza to, ze nie wszystkie wspotrzedne punktéw sg od
siebie niezalezne. Polozenie punktow uktadu nieswobodnego jednoznacznie
okreslajg wspoétrzedne niezalezne. Pozostate wspétrzedne mozna obliczy¢ z
rownan wiezow:

f(X,V,2,A ,X.,y.,2.)=0, v=12A,r

Wiezem nazywa sie ograniczenie ruchu natozone na punkt lub uktad
punktow materialnych.



Przykiad ukiadu mechanicznego z wiezami:
podwodjne wahadlo matematyczne

a)

Podwojne wahadto matematyczne:

a) wspotrzedne kqtowe oy, o, 0raz linilowe Xy, Y4, Xo, Ysi

b) rozne potozenia wspotrzednej y, masy m, przy tej samej wspotrzednej X.,;

C) przyktad innych wspotrzednych niezaleznych (uogolnionych) 4, = o4, 4, =

. AV : ’ : X1 = Iy sin oy
Zaleznosci pomiedzy wspoétrzednymi: _

y, =1, cos
X, =1y sin g + 1, sine,

y, =1, cos ¢ + 1, cos e,



Przykiad uktadu mechanicznego z wiezami
R

F=m-a
Sity zewnetrzne K Hc

. ny Y . mi = F(x,x,t)
i wynikajgce z wiezow:

Oddzialywania sprezyste, np. sprezyna , 1
A < e Sztywnosc: F=k-x
opoiyittighielitio e ss- Ak drgan

F;(t) = Fp(t) Wymuszenie zewnetrzn
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3 Zzmienng w czasie

mix + cx +




Rozwiazanie dla ukiadu bez zewnetrznych sit
wymuszajacych - drgania wiasne (mate thumienie!)

c < 2Vkm mx +cx+ kx =0
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Rozwiazanie dla ukitadu z wymuszeniem

mi + cx K= Fp,(t)
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Wsp. powiekszenia drgan [-]

Drgania wymuszone tlumione

mix + cx + kx = Fpsin(wt)

05 1 15 2 25 3
Czestos¢ wzgledna [-]



Drgania wymuszone tlumione
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Wiezy

Wiezem nazywa sie ograniczenie ruchu nalozone na punkt lub ukiad punktow
materialnych.
Rozroéznia sie Kilka przypadkow wiezow:

Wiezy skleronomiczne s3 to wiezy niezalezne od czasu. W przypadku ukiadu punktow
materialnych M,, M,, ..., M_, ktorych potozenie okresla sie za pomoca wspoirzednych
prostokatnych, rownania takich wiezow maja postac:

f(X,V,2,A ,X.,y.,2.)=0, v=12A,r

Wiezy reonomiczne sa to wiezy zalezne od czasu. Rownania takich wiezow maja
postac:

fV(X]_’y]_!Z:UA 1Xn,yn,zn,t):O, V:1,2,A ,r

Przykitadem takich wiezow moze by¢ wahadlo matematyczne, ktorego dlugosc | jest
dang funkcjg czasu. Ma to miejsce wtedy, gdy ni¢, na ktorej zawieszony jest punkt
materialny M, nawijana jest na beben. Gdy beben obraca sie ruchem jednostajnym,

to:
=1, -1 -om-t

gdzie: || - dlugos¢ poczatkowa wahadla, ® - predkosc¢ katowa bebna.



Wiezy

Zgodnie z obranym ukladem wspoéirzednych rownanie wiezow
przyjmuje postac:

x> +y* —(l, —r-©-t)° =0

Rownanie to opisuje wiezy reonomiczne, poniewaz czas wystepuje w
postaci jawnej.

Wiezy, ktorych rownania zawierajg wspotrzedne okreslajace potozenie uktadu, lecz
nie zawieraja pochodnych tych wspotrzednych wzgledem czasu, nosza nazwe wiezow
holonomicznych.

Z powyzszego wynika, ze wiezami holonomicznymi sg wiezy skleronomiczne i
reonomiczne.



Wiezy

Wiezy, ktorych réwnania, oprocz wspotrzednych okreslajacych potozenie ukladu,
zawieraja pochodne tych wspoétrzednych wzgledem czasu, nosza nazwe wiezow
nieholonomicznych (anholonomicznych):

OV ZoA XY 20 K R BN & e & 1) =0
v=12A,r

Przykladem rownania wiezow nieholonomicznych bedzie:

Ve = X1 - ¢=0




Rodzaje wiezow

Wiezami sa ograniczenia natozone na ruch uktadu (na wspotrzedne lub predkosci punktow lub

bryt uktadu). Mozna je wyrazi¢ W postaci zaleznosci analitycznych nazywanych réwnaniami
wiezow.

Istnieja _rc’>2ne%1 rodzaju wigzy pomiedzy wspotrzednymi lub predkosciami punktow uktadow
mechanicznych. Wsrod nich wyrézniamy wiezy geometryczne i kinematyczne, holonomiczne
I nieholonomiczne, skleronomiczne i reonomiczne, dwustronne i jednostronne, a takze idealne

| rzeczywiste.
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Rodzaje wiezow

Wiezy geometryczne - : > Wiezy kinematyczne
: Y - g " N—— "
Wiezy holonomiczne : S ) Wiezy nieholonomiczne
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Wiezy geometryczne (dwustronne)

Przyktady wiezow geometrycznych:
a) punkt B zwigzany z punktem A za pomocq
sztywnego fgcznika,
b) punkt A porusza sie po torze powstalym z
przeciecia dwoch walcow




Wiezy kinematyczne(dwustronne)

Wiezy kinematyczne dwustronne sg to wigzy zalezne od predkosci. W
roOwnaniach tych wiezow wystepujg wspotrzedne 1 ich pierwsze
pochodne wzgledem czasu.

Przyktad: tzw. rownanie san. Sanie S]iocéwvajq,h na ostrych ptozach. Mogg poruszac si¢
tylko w kierunku pt6z, a nie w kierunku do _nich poprzecznym. Oznacza to, ze predkosc
srodka san ma kierunek rownolegly do ich kierunku, co jest konsekwencja natozonych na

uktad wigzow.

A d tor san

f(xﬂ-}":@:ia}.":gb) — ngQ—} =0



Wiezy jedno- i dwustronne

Wiezy dwustronne sa to wiezy, ktore nie pozwalaja na oderwanie uktadu od wigzow
(oddziatuja w dwoch Kierunkach). W réwnaniach tych wiezéw wystepuja znaki

rOWNosci.
Jezeli wigzy pozwalaja na oderwanie uktadu od wiezow (oddziatuja jednostronnie),
to nosza one nazwe¢ wiezow jednostronnych. Roéwnania wigzow przyjmuja wowczas

posta¢ nieroOwnosci.

(XL V1521 %0, V00 205 h X, Y, 2,) 20

Przyktad: ciezar zawieszony na nierozciagliwej lince, do ktorego zbliza si¢ ruchoma
podstawa lub powierzchnia, na ktéra spada pitka rzucona z pewnej wysokosci, 1 od ktorej

odbija si¢ potem wielokrotnie.
a) e T R o,




Wspéirzedne uogolnione, wiezy

Rozpatrujemy uktad o wielu stopniach swobody, uktad zlozony z p punktéw

materialnych. Na uktad moga by¢ natozone wiezy.

punkt materialny

0 masie m;j
@)
Z y)
/
Wspolrzedne uogolnione Wspotrzedne
uogolnione sg to wspotrzedne niezalezne od Qf _

siebie, opisujace  jednoznacznie potozenie  gqgje:
uktadu w przestrzeni (jest to minimalna liczba
wspotrzednych potrzebnych do opisu potozenia
uktadu).

A Wspotrzedne dowolne:

wektorowe:
?_r[‘l 1’:,:;‘1 i=12...p

R -

kartezjanskie:

X.. V.. Z, i=12..p
=g
@

edzie 1=L12.....5

s=3p-w liczba stopni swobody,
w liczba wigzow.



Wspoéirzedne uogoélnione
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Wspotrzedne kartezjanskie: Wspolrzedne uogolnione:
?_}[xj:-.1";'.-:;'J~ i=12,..p qf o gdzie =125,

Wspotrzedne prostokqgtne (kartezjanskie) dowolnego punktu mozna wyrazié w zaleznosci
od wspotrzednych uogolnionych:



Przemieszczenia przygotowane

Przemieszczenie (przesuniecie) przygotowane (wirtualne) jest to kazde
dowolne, mozliwe przemieszczenie punktu, zgodne z wigzami. Jezeli potozenie
punktu okreslone jest za pomoca wektora r, to przemieszczenie przygotowane
oznaczamy symbolem Sr.

Przemieszczenia:
a) przygotowane Sr
b) rzeczywiste dr



Przemieszczenia przygotowane

Rozwazamy nieswobodny punkt materialny M, ktéry pozostaje na pewnej nieruchome;j
powierzchni. Punkt myslowo przesuwamy o or, zgodnie z wiezami natozonymi na ten
punkt. Wektor tego przesuniecia musi leze¢ w ptaszczyznie stycznej do powierzchni, po
ktérej mozliwy jest ruch badanego punktu materialnego. W odréznieniu od rzeczywistego
elementarnego przesuniecia dr, przesuniecie Or nazywa sie przesunieciem
przygotowanym (wirtualnym).

z4 3 OF =0X-1+0Y-J+0zZ-K

OX, 0y, 0Z - wspotrzedne przygotowane

nazywane wariacjami

v
<



Przemieszczenia przygotowan

Rownanie wiezow punktu M ma postac:

f(x,y,z)=0

Pochodne czastkowe W danym punkcie powierzchni sa wspoét c;dl'lymi gradientu
funkcji tej powierzchni tj. wspolrzednymi wektora prostopadlego powierzchni.

Stad:
grad f :@i+ij+ik
OX Oz

Poniewaz wektor przesuniecia przygotowanego or jest styczny w punkcie M
powierzchni f, to z prostopadlosci gradientu f | wektora or wynika:

grad f -Sr:g8x+q6y+i82 =0
X

oy 0Z

Kazdy wektor or, spelniajacy powyzsze rownanie, nazywa sie wektorem
przesuni¢cia przygotowanego.




Przemieszczenia przygotowane n punktow

Jezeli mamy do czynienia z ukladem n punktow materialnych, poddanych wigezom K, to

zachodzg nastepujace zwiazki

or; = [0x;,0y;,0Z;]

n afv
x (5

=1

oy s s

+
A dy; -~

8yi+

Y gradfy-or; =0.

=1

9z

R

punkt materialny
0 masie mi

52;) — ()




Przemieszczenia przygotowane we
wspoirzednych uogoélnionych




Praca przygotowana

Praca jest to iloczyn skalarny wektora sity i wektora przemieszczenia

dL = F - d7
dL = F,-dx+F,-dy+F,-dz

Praca sily F na przesunieciu wirtualnym or, nazywa sie praca
przygotowana (wirtualng) i oznacza sie ja przez oL.

or;

oL=F-or =Fox+F o +Fo

M.

|:i
Gdy na uklad zlozony z n punktéw materialnych M, M,, ..., M, dzialaja sily F,, F,,
... , F,, to praca przygotowana bedzie definiowana jako suma prac nad wszystkimi

punktami

L=, =3F & =3 (Fd+F,d +F,o)
i=1 i=1

=1




Praca przygotowana sit reakcji

Na nieswobodny punkt materialny, do ktérego przylozono sile F, dziala jeszcze sila reakcji
wiezow R. Praca reakcji na przesunieciu przygotowanym rozwazanego punktu rowna jest
Ror i na ogét rozna jest od zera. Gdy jednak punkt materialny pozostaje na doskonale
stadkiej powierzchni lub linii, wowczas reakcje wiezow, jako normalne do powierzchni lub
linii, nie wykonuja pracy na kazdym przesunieciu zgodnym z wiezami. Wiezy takie nazywa
sie idealnymi.

or;

Wiezy nazwiemy idealnymi wtedy, gdy suma prac przygotowanych reakcji
na dowolnych przesunieciach przygotowanych wszystkich rozwazanych
punktow materialnych podlegajacym tym wiezom jest rowna zeru.




Zasada prac przygotowanych

Niech uklad nieswobodnych punktéw materialnych M,, M,, ..., M, znajduje si¢ w
réwnowadze pod dzialaniem sil czynnych F; i reakcji wiezéw R;. W przypadku tym sity F; i
R; spelnia¢ musza nastepujace rownanie:

F.+ R, =0

Praca wszystkich sit (czynnych 1 reakcji) na przesunieciu przygotowanym dla i-tego
punktu wynosi:

J=F o +R &

Poniewaz, wypadkowa sil F; i R; jest rowna zeru, to suma prac tych sil na przesunieciu
przygotowanym or; punktu M; bedzie réwna zeru:

Fi ‘8ri +Ri °8I’i =0

Sumujac powyzsze réwnania dla wszystkich punktow materialnych ukladu, otrzymuje sie:

éLzZn:Fi - o, +Zn:Ri o, =0
i=1 =1



Zasada prac przygotowanych
d_:zn:Fi - O, +Zn:Ri o, =0

Jezeli punkt lub ukiad punktow materialnych jest w rownowadze do suma
prac przygotowanych sit zewnetrznych (sil czynnych i silt reakcji) jest
rowna zeru.

Rownanie powyzsze przedstawia zasade prac przygotowanych (wirtualnych).
Warunkiem koniecznym | wystarczajgcym rownowagi uktadu materialnego o wiezach
idealnych jest to, aby suma prac przygotowanych wszystkich si# czynnych przy dowolnym

przemieszczeniu przygotowanym uktadu byta rowna zeru.

Zasade prac przygotowanych mozna zapisaé w postaci:

n n
Z Fi °6ri =0 lub Z(FiXSXi + Finyi + Fiz6zi ): 0
1=1 i=1



Przykilad zastosowania

P](SS[ —PQ(SSQ =0
OS] = aoQ. 05y =bo@

Stad:
(Pla—Pgb)(S(P =0

Przy dowolnym 0@ # 0 mamy

Pia—P>b=0, czyli — =
a




Przykilad zastosowania

Mozna wykazaé, ze zasada prac przygotowanych jest réwnowazna

statycznym warunkom réwnowagi.
Zatézmy, ze przemieszczenie dowolnego punktu bryty ma postaé

Or =0rp+ 0@ Xr;

Pf' (5(0 Xl'_::) :0
=1

iPpSl’f — iP.;-((Sl'ngS(p Xr!-) _ SrOiPEJﬁ
i=1 i—1 — :

czyli

5r0iP;+5¢-i (l’; X P;) = ()
i=1 =1

Poniewaz r; i @ sa dowolne, to

n n

ZP,.-:O oraz Z(r,.-XP,:) =0

i=1 =1




Przyktad zastosowania

Jezeli skok sSruby mikrometrycznej wynosi h to jaki jest nacisk sruby na kulke
jezeli dziatlamy z momentem M,?

6L = Myé@ — R6h =0 /
0p 2m
Sh h




Mechanika analityczna w dynamice

Ogolne rownanie dynamiki w Mechanice analitycznej otrzymuje sie,

wykorzystujac zasade prac przygotowanych i zasade d'Alemberta dla uktadu
materialnego.
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Jezelii B=-m-a

-
- ,+B=0

.M3
|

=

=

Zasada d’Alemberta: sita bezwladnosci punktu materialnego rownowazy w Kkazdej
chwili sume wszystkich sit dziatajacych na ten punkt

Opierajac sie na zasadzie d'Alemberta mozna kazde zagadnienie dynamiki sprowadzié¢ do
zagadnienia roéownowagi sil rzeczywistych dzialajacych na punkty materialne
rozpatrywanego ukladu i sil bezwladnosci tych punktow. Wynika stad, ze na dowolnym
przemieszczeniu przygotowanym nieswobodnego ukladu materialnego suma prac
przygotowanych sit rzeczywistych i sit bezwladnosci jest réwna zeru. W przypadku wiezéw

idealnych wystarczy braé pod uwage jedynie prace przygotowana sil czynnych i sil
bezwladnosci.



Mechanika analityczna w dynamice

Niech F; oznacza wypadkowa sil czynnych dzialajacych na punkt materialny M, a; -
przyspieszenie, a or; - przesuniecie przygotowane tego punktu (rys.). Dla dowolnego
przemieszczenia przygotowanego rozpatrywanego ukitadu musi by¢ spelnione nastepujace
rownanie:

i(Fi —m;a; )-8r; =0
i=1

Biorac pod uwage, ze a=i;, gdzie r, oznacza poprowadzony z
nieruchomego bieguna promien-wektor punktu M, powyzszemu
rownaniu mozna nadac¢ posta¢:

i(Fi —m;&)-3r; =0

=1

W przypadku nieswobodnego ukladu materialnego o wiezach idealnych suma prac
przygotowanych sit czynnych F,, F,, ..., F,, oraz sit bezwladnos$ci -m,a,, -m,a,, ..., -m_a, na
dowolnym przemieszczeniu przygotowanym tego ukladu rowna sie zeru. Réwnanie
powyzZsze NOSi nazwe ogolnego rownania dynamiki lub zasady d'Alemberta-Lagrange’a.



Przyktiad

Wyznaczy¢ przysSpieszenia obu mas poruszajacych sie na rowni pochylej, potaczonych
nierozciggliwa i bezmasowg ling; masowy moment bezwladnosci bloczka jest rowniez
pomijalnie maly.




Przykiad

Poniewaz lina jest nierozciagliwa, to:

a, =a, =a

Ogolne rownanie dvnamiki:
(Mg —myay) - 6ry +(myg —mya,) - 6r, =0

61| = |61;,| = bs
m,gor, = mygdéscos(90 — a) m, gor, = —m,gdscos(90 — 3)
m,a,;0r; = myads m,a,0r, = m,ads
|(mysina — m,sinf)g — (m; + my)alés = 0

(mysina —m,sinf)g — (my + my)a =0

my Sina — m,sinfs

a =
g m; +m,



Zasada Dirichleta

v ey v
]:—dV

IR == = —
0x x+6y y+62d

V=mgz+C

Stosujac zasade prac przygotowanych do ukladu punktéw materialnych, znajdujacych sie
w polu potencjalnym (prace wykonuja wylacznie sily okreSlone potencjalem),

otrzymujemy:
Z[ava LV 5] 5V =0
ax; O By, 0V T 52,07 Z D

Rownowaga w polu zachowawczym (potencjalnym) istnieje wéwczas gdy wariacja
potencjahu jest rowna zeru



Zasada Dirichleta

Rownowaga w polu zachowawczym (potencjalnym) istnieje woweczas gdy wariacja
potencjahu jest rowna zeru

Zasada Dirichleta: Uktad materialny w zachowawczym polu sit znajduje sie w
potozeniu rownowagi statej, gdy jego energia potencjalna osigga minimum.

rownowaga
chwiejna

o

rownowaga
obojetna

rownowaga
stata



- diekuye za iwsge!




