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Zasady

* Obecnosc¢ bedzie sprawdzana na wyktadach -> lista; mozna mie¢ max 1
nieobecnos¢ nieusprawiedliwiong i do 1/3 nieobecnosci
usprawiedliwionych; obecno$¢ moze przewazyc szale stopnia z zajec

* Prosze o nie spoOznianie sie; w przypadkach losowych -> cisza; zmiana
zasad gdy spoOznienia bedg nagminne

* Na wyktadzie bedzie podane wszystko co jest niezbedne do egzaminu;
egzamin tylko teoretyczny - pieC pytan; najwazniejszy jest tok
rozumowania

* Do zaliczenia przedmiotu trzeba miec¢ zaliczone zarowno ¢wiczenia jak i
egzamin z wykladow

» Poprawy, zaliczanie zaje¢ oraz wszelkie pytania i problemy na
konsultacjach (wtorek, godz. 9-10 w semestrze)

» Wszelkie ustalenia tylko (!) poprzez staroste roku/grupy; prosze o maile
kontaktowe

Pytania?
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Prawa Newtona

I prawo: Jezeli na ciato nie dziata zadna sita to pozostaje ono w stanie
spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym, prostoliniowym.
prawo bezwtadnosci - fundamentalna wtasnos¢ materii

Il prawo: Jezeli na ciato dziata niezréwnowazona sita to powoduje ona jego
przyspieszenie, ktore jest odwrotnie proporcjonalne do masy tego ciata i jest
skierowane zgodnie z kierunkiem dziatania sity.

przyspieszenie - zmiana predkosci w czasie

masa - miara bezwtadnosci ciata

pierwsze prawo wynika z drugiego prawa Newtona
wszystkie wielkosci mogq byc¢ zalezne od czasu = réwnanie rézniczkowe
podstawowe rownanie dynamiki!

III prawo: Kazda sita dziatajaca na ciatlo wywotuje przeciwdziatanie rowne co
do wartosci, skierowane w tym samym Kkierunku ale z przeciwnymi
Zwrotami.
zasada akcji i reakcji



Prawo powszechnego
oddziatywania grawitacyjnego

Kazde dwa ciata materialne o masach m; i m, dziatajg na siebie z silg
proporcjonalng do iloczynu tych mas, a odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu
odlegtosci pomiedzy tymi ciatami.

mq*msy

Fy =k .~

i . 2
k=6.67-107"1 [N m /kg2]



Prawa Newtona obowiazuja
w inercjalnych uktadach odniesienia

Inercjalny uktad odniesienia jest to uktad, ktéry nie podlega przysSpieszeniu;
w uktadzie inercjalnym nie pojawiajg sie pozorne sity bezwtadnosci.

Zalozenie: Ziemia jest uktadem inercjalnym

' S Coriolisa
lepsze przyblizenie: ukiad stoneczny — Galaktyka — gwiazdy state —
promieniowanie reliktowe

CiekawostKka:

Uniwersalny Inercjalny Uktad Odniesienia to uktad, w ktérym promieniowanie

reliktowe nie jest przesuniete ku czerwieni w zadnym kierunku

Przyspieszenie grawitacyjne ziemi = 9.81 m/s?

Zmiany przyspieszenia ziemskiego = +0.025 m/s?

Przyspieszenie zwigzane z ruchem obrotowym ziemi (na réwniku) = 0.034 m/s?
Przyspieszenie zwigzane z ruchem wokét stonca = 0.00006 m/s?



Uwagi:
Teoria Newtona to pierwsza wielka unifikacja: mechaniki nieba z mechanika
ziemi.

Teoria Newtona to przypadek graniczny teorii kwantow (stata Plancka = 0) oraz
teorii wzglednosci (c = o).

[. Newton wprowadzil metode matematyczno-empiryczng oraz idealizacje
(modelowanie) Swiata; rezygnacja z prob opisania wszystkich zjawisk na raz
(od Arystotelesa do Kartezjusza). Przyktadowo Arystoteles twierdzit, ze prozni
nie ma wiec zawsze s3 jakie$ sity (I prawo N.) i wtedy E=ev?(??? Prawo Stokesa).

Archimedes nie doceniany ,trzeci” (obok Platona i Arystotelesa) filozof grecki;
wprowadzal  poczatki metody matematyczno-empirycznej:  stosowat
eksperymenty dajgce wyrazic sie liczbami; prawda to nie tylko piekno.

Idealizacja Newtona to ograniczenie sie do odpowiedzi na pytanie ,jak?” a nie
,dlaczego?”’; nowa metoda weryfikuje piekne struktury matematyczne
badaniami empirycznymi; teoria Kartezjusza probowata odpowiadac¢ na pytania
,dlaczego?” (teoria wirow i eteru) ale nie dawata sprawdzalnych wynikow (100
lat walki!)



Uwagi:
Teoria Newtona jest ,nie-mechanistyczna” bo wprowadzata sity na odlegtosc
(matematyczne a nie realne?).

I. Newton zdawat sobie sprawe z niekompletnosci swojej teorii, np. dla czego
wszechswiat (statyczny!) sie nie zapadl do jednego punktu? Wszechswiat to
miliardy igietl postawionych na swoich czubkach.

Czy nowe prawa ,muszg’ byC odkryte? Rachunek rozniczkowy (niezbedny w
nowoczesnej fizyce) wynaleziony zostat rownolegle przez [.Newtona oraz
G.W.Leibniza, podobnie szczegdlna teoria wzglednosci ale ogolna teoria
wzglednosci???

Dlaczego wiele wspotczesnych praw jest nieintuicjonistycznych? Stosunek
mikro do makro-$wiata to co najmniej 10%%! (a my posrodku). ~14mld. lat po
,2wielkim wybuchu” (kpT?=1) bo wczes$niej brak wegla a p6zniej brak goracych
gwiazd. Skad idealne dostosowanie statych fizycznych (lub np. kwadrat w
prawie powszechnej grawitacji)?

Problem determinizmu w fizyce i w catym Swiecie - problem wolnej woli ->
chaos deterministyczny.



Dzialy mechaniki ogolnej

* StatYka Bada stany rownowagi ciat poddanych dziataniu sit

Bada ruchy ciat bez uwzglednienia dziatajacych sit,

¢ Klllematyka mas cial oraz warunkow ruchu

: Bada ruchy ciat materialnych pod wptywem
- yn
D amlka dziatajacych sit z uwzglednieniem praw Newtona

- Teoria drgaﬁ Bada periodyczne zmiany deformacji konstrukc;ji

, , Badazjawiska zachodzace w materiatach
’ WYtrzyma‘l'OSC (odksztatcenia, naprezenia) wystepujace pod

- z wptywem oddziatywania sit zewnetrznych
:Materlalow (statyka odksztatcalnych ciat statych)



Mechanika Analityczna 7

Mechanika Kklasyczna (Newtona) nie wystarczy, kiedy?

* Wiekszos$c¢ uktadow mechanicznych jest uktadami poddanymi
wiezom (uklady nieswobodne); czesto sity reakcji nas nie
interesujg a musza by¢ uwzgledniane w rownaniach.

e Uktady mechaniczne s3a ztozone z wielu czeSci (punktow
materialnych i bryl sztywnych); réwnania ruchu trzeba
budowa¢ dla kazdego elementu uktadu osobno =z
uwzglednieniem oddzialywan wewnetrznych.

Mechanika analityczna jest zbiorem formut matematycznych alternatywnych
do mechaniki klasycznej opisujacych w_innym ujeciu réwnania ruchu
uktadow mechanicznych. Opisana w XVIII i XIX wieku przez J.L.Lagrange
oraz W.R.Hamilton.

Mechanika Newtona (uzupeiniona o prawa Eulera) opiera sie na wielkoSciach
wektorowych, natomiast mechanika analityczna operuje globalnymi
wielkosciami skalarnymi: energiq kinetyczngq i energiq potencjalng.

Réwnania ruchu sa wielkoSciami skalarnymi, wyprowadzane z Kkilku
fundamentalnych zasad (praw) poprzez analize wariacji tych wielkosci.



STATYKA



Podstawowe pojecia i zasady statyki

Sita - wektorowa wielkos¢ fizyczna bedgca miarg oddziatywan
fizycznych miedzy ciatami.

Jednostka w uktadzie SI: [N]
Sita ma warto$¢ 1 N, jezeli nadaje ciatu o masie 1 kg, przy$pieszenie 1 m/s*

Rozrodznienie sity ciezkosci (waga) od masy!
Moment sity:

MOZFXF

e —

Mo| = Fp



Moment sily wzgledem punktu i prostej

M, =F x 7
|m|:F-r-sina:
[Mo| = F - p

Moment sily wzgledem prostej jest rowny rzutowi wektora sity
na ptaszczyzne prostopadta do prostej, pomnozonemu wektorowo
przez odlegtosC pomiedzy tg silg a punktem przebicia proste;
przez ptaszczyzne.

Moment sity wzgledem osi wspotrzednych:

M+o a [MxJ MyJ Mz]

<



Moment pary sit

Para sit jest to uktad ztozony z dwoch sit rownolegltych nie
lezacych na jednej prostej, rownych co do wielkosci 1 o
przeciwnych zwrotach.

Wypadkowg pary sit jest sita zerowa; moment pary sil jest wielkoScig
charakteryzujgca pare sit. Moment pary sit jest wektorem swobodnym bo nie
zalezy od punktu wzgledem ktorego liczymy momenty pojedynczych sit.

M, =AB x F

Mol = F



Przestrzenny dowolny uktadu sit

Warunkiem rownowagi bryly sztywnej poddanej dziataniu
dowolnego przestrzennego uktadu sit jest zerowanie sie gtownego
wektora sity i gtbwnego wektora momentu.

—

E, =

-
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n
F=0 E:Zm’zo
=1
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W zapisie wersorowym:

e —

Fo=Fy T+F, -J+F, -k

E:Mﬂx.?+Mﬂy.j+MOZ.E



Warunki rownowagi
przestrzennego dowolnego ukiadu sit

F,=0 i My=0
-

F, =0, E, =0, E, =0 Mo, =0, My =0, My, =0
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Bryta poddana przestrzennemu dowolnemu uktadowi sit jest w rownowadze
jezeli spetnionych jest szeS¢ rownan rownowagi.




Warunki rownowagi
plaskiego dowolnego ukiadu sit

Aby ciato byto w rownowadze, zarowno gtéwny wektor sity ukiadu F,,
jak i gtowny wektor momentu (liczony wzgledem dowolnego punktu)
M, muszg by¢ rowne zeru.

EJ=ZF§=0

n
=1



Rownania rownowagi
plaskiego dowolnego ukiadu sit

Poniewaz rzut sumy na dowolng oS jest rowny sumie rzutow
poszczegolnych sit sktadowych to:

Dla ptaskiego dowolnego uktadu sit mamy trzy rownania rownowagi. Za
pomocg tych rownan mozemy obliczy¢ trzy niewiadome. Jezeli niewiadomych
jest wiecej to mamy do czynienia z uktadem statycznie niewyznaczalnymii ...



Przestrzenny zbiezny ukilad sit

Przestrzenny, zbiezny uktad sit jest to uktad w ktorym linie
dziatania sit nie lezg w jednej ptaszczyznie ale przecinajg sie w
jednym punkcie.

—

F,, = B USkEE Ey, e,

1

Rownania rownowagi przestrzennego, zbieznego uktadu sit:

FEIZO

Fi :0

y

n n n
Fi — 0
Z



Warunki rownowagi
plaskiego zbieznego ukiadu sit

Ciato jest w rownowadze (nie porusza sie) jezeli wypadkowa sita
jest rowna zeru (zamkniecie wieloboku wszystkich sit
sktadowych).

E}:Fw o0=F j

X y

—

F,=0 - F, =0 iF, =0

Réwnania rownowagi ptaskiego, zbieznego uktadu sit:

n n
ZFixZO ZFEJJ:O
i=1 =1

Ptaski uktad sit zbieznych jest w rownowadze jezeli suma rzutow
wszystkich sit na oS X oraz oS y jest rOwna zeru.



Tarcie

Tarcie (jeden z gtownych czynnikow oporow ruchu) to catosc
zjawisk fizycznych towarzyszacych przemieszczaniu sie wzgledem
siebie dwoch ciat (tarcie zewnetrzne) lub czastek wewnagtrz tego
samego ciata (tarcie wewnetrzne) i powodujgcych rozpraszanie
energii podczas ruchu.

T'=pu'N
Rodzaje tarcia zewnetrznego:  p.4;qie tarcia slizgowego:
1. Tarcie slizgowe 1. Tarcie suche
. Tarc?e S’Fatyczne 2. Tarcie ptynne
. TaTCle kinetyczne 3. Tarcie graniczne
2. Tarcie toczne 4. Tarcie mieszane

3. Tarcie ciegien



Tarcie slizgowe
T<u-N

Prawa tarcia sformutowane (doswiadczalnie) przez Coulomba
(Leonardo da Vinci, Guillaume Amontons):

1. Sila tarcia jest niezalezna od wielkosSci stykajgcych sie
powierzchni, a zalezy od rodzaju materiatow, gtadkosci
powierzchni, temperatury, smaru, zanieczyszczen.

2. Wielkosc sity tarcia, dla ciata znajdujgcego sie w spoczynku,
moze zmieniac¢ sie od zera do maksymalnej wartos$ci, zwanej
wartoscig graniczng (proporcjonalng do sity nacisku).

3. Sita tarcia ma zwrot przeciwny do zwrotu (kierunku)
przemieszczania sie ciata, po utracie stanu rownowagi i nie
zalezy od predkosSci poruszajgcego sie ciata.




Tarcie slizgowe

Przyczyny tarcia: Wskutek chropowatosci powierzchnie ciat stykajg sie tylko
na matych obszarach styku (rzedu 1 mikrometra), wystepujacych na
grzbietach chropowatosci. Obszar tych stykow jest znacznie mniejszy niz
powierzchni catkowitej stykajgcych sie cial. W miejscach styku powstajg sity
przyczepnosci wywotane adhezjga i tworzeniem potaczen mostkowych.
Ponadto, tam, gdzie zachodzi zahaczanie sie nierownosci oba ciala deformuja
sie, a czesto takze Scieraja.

T <u+N

Tmax = U N
R=N+T,,,
t . Tmax -
gdzie: < N >

o - Kkat tarcia
- wspotczynnik tarcia statycznego +



Tarcie kinetyczne

Ciato znajduje sie w rownowadze statycznej jezeli wypadkowa
reakcja (sita nacisku + sita tarcia) znajduje sie wewnatrz stozka
tarcia.

T = pp " N

Ui < U

gdzie:
1 - wspotczynnik tarcia statycznego
L, - wspotczynnik tarcia Kinetycznego



Tarcie slizgowe

Przyblizone wartosci wspotczynnikow tarcia slizgowego:

statyczne u Kinetyczne u
Materiai stykajqcych si¢ powierzchni na sucho zwilione na sucho gwilione
olejem olejem
Stal < Stal 0.15 0.1 0.1 0.01
Metal < Drewno 0.5-0.6 0.1 0.2-0.5 0.02-
0.08
Drewno < Drewno 0.65 0.2 0.2-04 0.04-
0.16
Stal & Lod 0.03 - 0.02 -
Guma < Asfalt 0.45- - 0.25- -
0.7 0.4




Tarcie toczne

Tarcie toczne (nazywane rowniez oporem toczenia) - jest to opor
ruchu wystepujacy przy toczeniu jednego ciata po drugim. Tarcie
toczne jest przykladem tarcia zewnetrznego. Tarcie toczne
powstaje na skutek odksztatcalnosci materiatu kota i podtoza.

Wystepuje np. pomiedzy elementami tozyska tocznego lub miedzy kotem
pojazdu a nawierzchnig drogi. Zwykle tarcie toczne jest znacznie mniejsze od
tarcia slizgowego wystepujacego miedzy ciatami statymi.

Dla niezbyt duzych predkosSci toczenia, sita tarcia tocznego nie zalezy od
predkosci toczenia. Gdy predkoS¢ toczenia jest duza, tak ze predkosc
powstawania odksztatcen jest porownywalna z predkoscig rozchodzenia sie
odksztatcen w materiale, opory tarcia tocznego zwiekszajg sie gwattownie i
przewyzszajg tarcie Slizgowe.

Dla matych predkosci toczenia, niezbyt plastycznych materiatow oraz
odksztatcen w zakresie sprezystego odksztatcenia materiatow wielko$¢
wspotczynnika tarcia tocznego ,f” jest zalezna gtownie od materiatow podtoza i
kota. Jezeli sg spelnione powyzsze warunki, to tarcie toczne (suche) nie zalezy
od szerokosSci toczonego ciata.



Tarcie toczne

T=-F
N-f=E R
f
T=N=
R

My <FE.:-R=f'N
gdzie:
f - wspobtczynnik tarcia tocznego [m]
M. - moment tarcia tocznego [Nm]

Warunkiem koniecznym toczenia sie kota bez poslizgu, jest to zeby tarcie
slizgowe (sita tarcia) byto wieksze od tarcia tocznego.

£

HEE +



Tarcie toczne

Przyblizone wartosci wspotczynnikow tarcia tocznego:

Material toczgcych si¢ elementow

Wspolczynnik tarcia tocznego

(kolo < podloze) f [mm]
hartowana stal << hartowana stal 0.01
stal < stal 0.5
stal < asfalt 6
drewno miekkie < stal 0.8
drewno twarde < drewno twarde 0.8
ebonit < stal 7.7
polimer < stal 2
guma < beton 15-35




Srodek ciezkosci

Srodek ciezkosci (barycentrum) ciata lub ukladu ciat jest
punktem, w ktorym przytozona jest wypadkowa sita ciezkoSci
danego ciata.

Zalozenie: Sily ciezkoSci poszczegolnych czesSci danego ciata sg rownolegte
(maty rozmiar rozpatrywanych ciat w porownaniu do rozmiaru ziemi).

Oznaczajac ciezary poszczegolnych elementow ciata przez G,
sumaryczny ciezar ciata wynosi: n
G = Z Gi
=

Srodkiem ciezkosci ciala nazywamy $rodek réwnoleglych sit
ciezkosci.
i=1Gi" x; ) i=1Gi" Y, el * Z;

X — Y cAN— Ze G




Srodek masy

Uwaga: Dla ciata znajdujgcego sie w jednorodnym polu grawitacyjnym sSrodek
ciezkosci pokrywa sie ze srodkiem masy dlatego pojecia te czesto sg mylone
lub wrecz utozsamiane.

G =mg
Srodek masy ciata:
M * X; D=yt Y, a2  Z;
xC . m yc E m ZC E_ m

Jezeli ciato jest jednorodne (masa wtasciwa p = const):




Srodek masy

Jezeli ciato jest jednorodne (masa wiasciwa p = const):

—— n U, n oy,
i=1 Vi Xx; el Y ; el Z;

Yo S— Ve v “cl—

Jezeli ciato jest figurg ptaska (o jednakowej grubosci):

n ] n 1 )
f:lFi xl i:lFf: yl

Xe = fa Ye 2

Jezeli ciato mozna zamodelowac liniami (pomijalna grubosc
i szerokosc - ciato jednowymiarowe):

n a n u . n « 1 .
izlli X : izlli Vi 3 ;j:llr, Zj

Xc 3 I Ye I Z: I




Przyklady srodkow ciezkosci

Srodki ciezkosci wybranych linii, powierzchni i bryt

— Odcinek kota
Linia Rysunek X Ye Dtugosé
1 2 3 4 5 .
Odcinek y ﬂq— r*(a —sincosa)
: 320 —sin 2at) 0
prostej 1
x — 0 1
2
Cwiertolag Cwier¢ elipsy ¥
— 2r 27 T-r
i = = i
s n n 2 - C& ; 4a 4b nab
it S 3n 3n 4
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cé 2r
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2l rsino " -
: i o s Parabola
3h 4ah
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Zrodto: P. Krasowski, Z. Powierza, Mechanika Ogolna - Statyka, WSM Gdynia 2002



Przyklady srodkow ciezkosci

Bryla Rysunek Xe Ve Objetosé
Prostopadtos- \
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! i h
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Zrodto: P. Krasowski, Z. Powierza,
Mechanika Ogélna - Statyka, WSM
Gdynia 2002



KINEMATYKA



Funkcja wektorowa

Funkcja wektorowa nazywamy wektor ktorego zaréwno wielkos¢
jaki zwrot jest zmienny w czasie.

w = w(t)

w zapisie wersorowym (i, j, K):

W = Wyl + Wy J + Wik

gdzie:
Wy = Wx(t)
wy, = w,,(t)
Wy, = Wz(t)



Reguly rézniczkowania

1. Pochodna wektora statego
aw

w=const. » —=20
dt

2. Pochodna sumy wektorow

d +_]_dW1+dW2
dt Lk, = dt  dt

3. Pochodna iloczynu skalarnego wektorow

dWl y
dt

din,
— [Wy - Wy = Wy - —— + Wy -
[1 2] 1 dt 2



Reguly rézniczkowania
4. Pochodna iloczynu wektorowego

d o dw, dw;
E[W1XW2]:W1X dt + dt XWZ

5. Pochodna wektora pomnozonego przez skalar

d dw _ dm
2 S
d dw
m = const. — E[m w]:m-E
d B _dm
W =const. » —[m-w|=w-——-



Reguly rézniczkowania

6. Iloczyn skalarny wektora przez jego pochodnqg

_dr dr
AT

7. Pochodna wektora o statym module

B dr do
|| = const. » — =71

" T=T W T=T"W
dt dt

wektor jednostkowy 71 do r



Pochodne wektorow jednostkowych

df_l_l dp _ do _
dt L

gdzie n wektor jednostkowy normalny wektora 7 (7L n)

dﬁ_l_l dp _ do _
dt e

modut pochodnej wektora jednostkowego:
din| |d¢ 7l =
dt‘ B ‘dt‘ "

Modutl pochodnej wektora jednostkowego jest rowny predkosci katowej, z jaka
wektor jednostkowy zmienia swoj kierunek.



Pochodne wektorow jednostkowych
dn| |de| _,
atl = lgel 1=

Pochodng wektora jednostkowego mozemy przedstawi¢ jako iloczyn
wektorowy predkosci kgtowej przez wektor jednostkowy.

n=aoXn
poniewaz:

| X 1| = |w| - [n]| - sin90° = w

Pochodne wersoréw obracajgcego sie uktadu wspotrzednych OXYZ:

~
1l

gl €

X X X
S~ I

;\-""|" S—].
I

S

&~

+



Matematyczny opis ruchu punktu

Ruchem punktu nazywamy zmiane potozenia punktu w czasie,
wzgledem wybranego uktadu odniesienia (np. Ziemia).

Rownania ruchu punktu s3 to wspotrzedne punktu (wzgledem
wybranego uktadu wspotrzednych) podane w funkcji czasu.

x = x(t);
y =y(t);
z = z(t).

Tor punktu jest to krzywa t3czaca miejsca geometryczne
chwilowych potozen poruszajgcego sie punktu.

Réwnania ruchu punktu sg to jednocze$nie réwnania parametryczne toru
punktu. Nieparametryczne réwnanie krzywej po Kktorej porusza sie punkt
mozna otrzymac po redukcji parametru t z rownan toru punktu. +



Wektor wodzacy

Wektor wodzacy punktu jest to wektor ktorego poczatkiem jest
poczatek wybranego uktadu wspotrzednych a koniec jest zwigzany
Z poruszajacym sie punktem.

Ruch punktu mozna okresli¢ zmiennym w czasie wektorem wodzacym.
Wektor wodzacy jest wektorowa funkcjg czasu:
7 = 7(t)
F=x(t) T+y@)T+z() k

Wspotrzedne wektora wodzacego sg jednoczeSnie rownaniami ruchu punktu.
Tor ruchu punktu jest jednoczes$nie hodografem wektora wodzacego. c



Predkos¢ punktu materialnego

Pierwsza pochodna wzgledem czasu, wektora wodzgcego jest
rowna predkosci ruchu punktu materialnego.

D=v'T=*%

Co to za ruch?

[ot2-T+t-7+ (2t —3)k >\ j>
; <
D=Fr=t-14+1-J+2k 65

Przyktad:

I
I
Y



Przyspieszenie punktu materialnego

Chwilowe przyspieszenie punktu materialnego jest rowne
pochodnej wektora predkosci wzgledem czasu.

dv . d*t
— — IR
dt dt?

d=7=%t) T+ T+ k

=r

QY

A=V, T+v, J+0,k
.k

d=a, l+a, j+a,

al = |az + a5 + a2
Przykiad: -
. le/ztz-?+t-j’+(2t—3)-k

P=F=tT+1-j+2-k P d=1



Krzywizna i promien krzywizny

Krzywizne linii pomiedzy punktami A; i A, definiujemy jako
stosunek kata A4® miedzy stycznymi do krzywej w danych
punktach a dtugoscig tuku 4s krzywej pomiedzy tymi punktami.

o A
s AS
| NG df
K= lim Kool e

Promien krzywizny definiujemy jako odwrotnos¢ krzywizny linii.

1 ds

Dla okregu:
2T

1
Koqugu = - =
2mR R +



Ruch krzywoliniowy

d dv dT Pierwsza skltadowa powoduje
a=—|[v-T] =—T+ v—— zmiane dtugoéci wektora predkosci
dat dat dt natomiast druga sktadowa jest
_ odpowiedzialna za zmiane
dt i do — kierunku wektora predkosci.

"
dt dt
gdzie n to jednostkowy wektor normalny | do wektora =
dT df ds _
—_— = —— "N
dt ds dt



Ruch krzywoliniowy

a, - przyspieszenie styczne wynikajgce ze zmiany modutu wektora
predkosci;

a, - przySpieszenie normalne wynikajgce ze zmiany kierunku
wektora predkosci;

dv v
= — a, — —
dt "

la| = \/af + az

a= @)+ ()

At




Ruch krzywoliniowy

__dv_+v2_
a=—T pn

Wersor 7 okres$la kierunek przyspieszenia stycznego; zwrot wektora stycznego
moze byc zgodny lub przeciwny do wektora predkosci.

Wersor n okreSla Kkierunek przysSpieszenia normalnego; zwrot wektora
normalnego jest skierowany w kierunku chwilowego punktu obrotu.

Jezeli ruch jest jednostajny (v=const.) to a,=0

Jezeli ruch jest prostoliniowy (p=0) to a,, =0 i wtedy catkowite przySpieszenie:

dv

. "

a:at



Przykiad: ruch jednostajny przyspieszony

dv
a= T const.
t v(t)
fadt = f dv
0 Vo

v(t) =g+ a-t

dx
TS
x(t) t t
f dx:fvodt—l—f{a-t}dt
Xo 0 0

x(t) = xp F Vgt + = a - t?



Opis ruchu we wspoétrzednych biegunowych
Kartezjanski (prostokatny) uktad wspotrzednych nie jest jedyng metoda opisu

potozenia punktu materialnego; wspotrzedne biegunowe mogg byc
wygodniejsze w pewnych przypadkach do opisu ruchu punktu.

Potozenie punktu mozna jednoznacznie okresli¢ przez podanie
promienia r, oraz dwoch kqtow @ i v; uktad (r, ¢ v) nazywamy
wspoirzednymi biegunowymi.

X =r-'5ind-cosp; y=r-sinv-sing; z =1 "cosy.

r=r(t); @=¢@); I9=9().

W przypadku ruchu na ptaszczyznie v=90% do opisu potozenia wystarczg dwie
wspotrzedne (r, @).



Opis ruchu we wspoétrzednych biegunowych

-

V= v+v¢,

Up =V N Uy = Uyl
L dr d _dr dn
UZE:E{TIn}:EH+TE
., dr R
V= d—:r-n+r-n
n=1'cosQ +]'sing
dn .
E:—l-go-smq0+1-go-cosgo
dn A8 g
E:w-[—L-smgo—l—]-cosqo]
T=—1"'SInQ +]*cose
n=w-'T
U = pREaE ) - T +



-
a

-
Up=7'N V=7 w7

, dv d

a:E:E{r n+r-w:T}

=r'n+r-w'TH+r-w ' T+r e T—-r w w'n
a={Ff—-r-w}-a+{2r-w+r-e- T
d=ad,+d,

Gy ={F—1 - w?}'A G, ={2F w+r-e} T



DYNAMIKA



Réwnania ruchu w uktladzie Kartezjanskim

= m-+*z

dt? Fip =

i=1
Powyzsze rownania to rownania rozniczkowe ruchu punktu materialnego
w prostokatnym uktadzie wspoétrzednych; ale mamy tez inne uktady odniesienial



Rzut ukosny punktu materialnego

Szczegolny przypadek drugiego zagadnienia dynamiki: Na punkt o zadanej
stalej masie dziala jedna, stata sila ciezkosci. Dane s3 rowniez warunki
poczatkowe (szeSC) - potozenie poczatkowe i predkos¢ poczatkowa. Warunek
brzegowy to ptaszczyzna (ziemia) na ktory spada punkt materialny.




Rzutu ukosny cd.

Uwzglednienie oporu powietrza: dodatkowa sita skierowana przeciwnie do
chwilowego kierunku ruchu, proporcjonalna = do kwadratu chwilowej
predkosci.

Tor punktu materialnego — krzywa balistyczna

d*x d*y d*z
mwzo; mW:—mg; mW:();
dx dy dz
e v, = Cy; E=vy=—gt+62; e v, = (3
v, = vy cos(a); v, = —gt+uvy-sin(a); v, = 0
ale: F,, = —c-v°
d*x dx)* d*y dyy” d*z

IR
Przykiad.

* Maksymalny zasieg w prozni pocisku o v,=620m/s oraz a=45° — =39 km
* Maksymalny zasieg w powietrzy pocisku o v,=620m/s oraz a=32° — =4 km



Uwagi do rzutu ukosnego

Zakres zastosowania : pociski o zasiegu 200-600km (zatozenie brak oporu
powietrza) ale H=100-300km (R,=6378km) przy a=45°
M

=k —
g R2

9100 = 9-50m/52 - —3.2%
g300 — 8.94 m/sz — _8.9%

Przyktad: Rakieta V2 - start pionowy ale na h=20km osiagata v,=1700m/s oraz
a=45° po wstawieniu do rownan ruchu rzutu uko$nego otrzymujemy:

e zasieg 300 km

* wysokosc¢ lotu 75 km

* czas lotu 245 sek

d*x d*y d*z
Marz = Mgz = M Mg =0
Rownanie z uwzglednieniem wysokosci lotu:
d*x d*y M d*z
m—s=0_m——=—m = 0:

. k . : A
dt? dt? (R, + y)? e



Mechanika bryly sztywnej - wstep

Podstawowe modele cial w mechanice:
e Ciato (bryta) idealnie sztywne
(nieodksztatcalne)
 Uktad punktow materialnych
* Punkt materialny

mryla sztywna jest modelem ciata,
w ktorym odlegtosci pomiedzy
poszczegolnymi punktami sg niezmienne

srodek | — clato jest nieodksztatcalne.
ol ciezkosel 1] prawo Newtona: 1
F=m-'¢
— W ruchu obrotowym:
—> 2 0 ; — > -
M=1— gdzieeM=F -7
dt /

Uwaga: Ciato modelujemy przy pomocy bryty sztywnej

y jezeli nie do pominiecia sg efekty zwigzane z obrotami

ciata (natomiast nieistotne sg jego odksztatcenia —
wytrzymatoS¢ materiatow)



Masowe momenty bezwladnosci

dm

srodek
ciezkosci

Masowym momentem bezwladnosci
nazywamy iloczyn masy ciata przez
kwadrat odlegtosci od punktu, prostej
lub ptaszczyzny.

[ =m:r?

Przyktad: masowy moment bezwtadnosci
wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych

co

I = lim e = frzdm
dm—0
=1 m



Geometryczne momenty bezwiadnosci
m= p-V

jezeli: p = const to: [ = f?‘z dm‘ I=p

m

\

Geometryczne
momenty
bezwladnosci




Praca sity
na krzywoliniowym przemieszczeniu

Praca jest to iloczyn skalarny wektora sity i wektora przemieszczenia S

Praca w przypadku krzywoliniowego przemieszczenia:
Y4

‘ Elementarna praca : ]_f' - dr

Elementarny przyrost ‘_ = . T
wektora wodzacego _ dx T+ dy J T dz _k
Iz IE FZFx'T+Fy']_+F'Z'k
M
M T o dL = F, -dx+F,-dy+ F,-dz
M
r N M, i -
z L= f F-dr
y
r = M,
X M,

v L= f{dex—I—Fydy—l—dez}
o

Jednostka Pracy jest dzul []]: M,



Praca sity

na krzywoliniowym przemieszczeniu

Sita F moze zaleze¢ od czasu, potozenia w przestrzeni punktu M oraz od
predkosci tego punktu

‘Z

M

L= f {F.dx + F,dy + F,dz}
My

Jezeli dane s3g

rownania ruchu punktu M tzn.:

x =x(t); y ?’(t): z = z(t)
dx = xdt; dy = ydt; dz = zdt
ts

LE f By + F,z}dt

tq



Praca sily ciezkosci

Zadanie: wyznaczy( prace sity ciezkosci F=mg dziatajacej na punkt materialny
M przy przejsciu z potozenia {x,, y; z;} do potozenia koncowego {x,, y,, z,}
(praca w polu sit potencjalnych)

M,
L= f {dex e Fydy -5 deZ} Fx — 0; Fy — 0; Fz = —mg
M, M,
= f Fdz
Ml
Z2
L=—-mg f dz = —-mg|z, — z,]

= Energia potencjalna




Praca sil sprezystosci

Zadanie: wyznaczyC prace sity sprezystosci F,=-kx proporcjonalnej do
wspotrzednej x.

M,
L= f {F.dx+ E,dy + F,dz} F, = —kx; E, = 0; EA=0
Ml
M,
= f E.dx
M,
X
L = —kfxdx
0
kxc?



Moc sitly

Moc sily jest to pochodna pracy tej sity wzgledem czasu.

.
Cdt
N _ dF
dL=F-d7 wmmp N=F —
r dt
N=F b

S




Praca i moc momentu skrecajacego

dL=F-ds=F:r-do

dL =M -dgp
L=M-¢

Y
dt A

) 7
\Y 7
)
Y 4
‘ ’
. 4
. 4
. 4
\‘ 'I
$~ '¢
Soo g ,
~~§§.. ——'¢’¢ @ N _ M G w
Uwaga na jednostki SI! Nl 2 A




Jednostki mocy

Jednostka Mocy jest wat [W]: = 1 F] _q [N "m
S

W praktyce uzywany jest

kilowat [kW]: IREIST1000 [W]

rad T-n
A— “’[T % w? ”[Obr/min]
M [Nm] = 9549

[obr /mm]

Mozna spotkac¢ jednostke mocy 1 [KM] = 0.7355 [KW]

= 1 [KM]:

Po angielsju: 1 [KM] =1 [HP]
[BHP] - brake horse power (moc uzyskana na hamowni)



Sprawnos¢

Sprawnoscia mechaniczng silnika nazywamy stosunek pracy (lub mocy)
uzytecznej do pracy (mocy) wiozonej

Ly _ Ny

77: p—

Lo No

Uproszczony przebieg mocy napedu statku (Trybologia):

» Moc - energia chemiczna paliwa
* Strata: ciepto gazow spalinowych -> kociot utylizacyjny
» Moc wewnetrzna silnika
*  Strata: tarcie wewnetrzne -> chtodzenie uktadu -> wyparownik
» Moc na koncu napedowym silnika
e  Strata: tarcie tozysk -> chtodzenie tozysk
» Moc na stozku Sruby napedowej
* Straty hydrodynamiczne -> wake, kilwater
» Moc napedu statku



Energia kinetyczna -> Praca

F(cosa)ds = md (1/2 vz)

= Energia Kinetyczna

ol =

2 2
e mu;

2 D




Energia kinetyczna -> Moc

3 - B mo?
1.2 2 1 — 2 7
Zasada energii i pracy: przyrost energii Kinetycznej roOwna sie pracy
wszystKich sit na drodze, na ktérej ten przyrost nastgpit.

mu?

E,
. 2

Energia kinetyczna punktu materialnego jest to wielkos¢ skalarna (zawsze
dodatnia) rowna potowie iloczynu masy punktu i kwadratu jego predkosci.

dL

dt : :
N= L g
T —. <

Postac rozniczkowa zasady energii: Moc roéwna sie pochodnej energii
kinetycznej wzgledem czasu.



Energia kinetyczna

Energia Kinetyczna ciala materialnego jest to wielkoS¢ skalarna réwna
potowie iloczynu masy ciata i kwadratu predkosci jego Srodka ciezkoSci.

muv?z

E, =
. 2

Energia Kkinetyczna ciala materialnego w ruchu obrotowym jest to
wielkosS¢ skalarna rowna potowie iloczynu masowego momentu
bezwtadnosci ciata i kwadratu jego predkosci katowe;.

Er M o

Energia kinetyczna ciala materialnego w ruchu ptaskim (twierdzenie
Koeniga) jest réwna sumie energii ruchu postepowego i energii ruchu
obrotowego wokot srodka masy.

+1/21a)2



Zasada zachowania energii

Zasada pracy i energii kinetycznej:
mvs  mvs?
2 2

L, = E!% N E;% o
Zasada pracy i energii potencjalnej:

Li, = E; —E;, = mgz; —mgz, :

E, + E = const.

Twierdzenie o zachowaniu energii mechanicznej: w uktadzie izolowanym
energia mechaniczna (suma energii Kinetycznej i potencjalnej) ciala
materialnego jest wielkoscig stala.



Ped punktu materialnego

Pedem punktu materialnego nazywamy iloczyn masy punktu przez jego
predkos¢

Pochodna pedu jest rowna sumie sit dzialajgcych na dany punkt materialny



Impuls sity - poped

SE 0 _ . d\
DE=g@ w=  E=oQ)

dQ = Elementarny

impuls sily

Q=0 Poped

Poped dla bardzo krotkich chwil czasu nazywamy impulsem sity



Zasada pedu i popedu

tz_
0, — 0, = f Fdt
t

1

jezeli:  E, = const ‘ Q,—0Q,=E, -{t; —t;}
m -V, —m v ="F, " {t; — t;}

Zasada pedu i popedu (twierdzenie o przyroscie pedu) pozwala na powigzanie
(wyznaczenie) poczatkowych i koncowych parametréw ruchu przy statej sile
oddziatywania; nie okreslimy jednak przy jej pomocy rownan ruchu.



Zasada zachowania pedu

tz_
0, — 0, = f Fdt
t

1

0, = Q, = const

4

m:+*v = const

m:*v, =const m:-v, =const m:*v, = const

Zasada zachowania pedu jest stuszna rowniez dla ukltadu punktéw
materialnych lub dla ciata sztywnego.



Zasada pedu ciala sztywnego

(uktadu punktéw materialnych)

- . 8%
Q=m"vc Py
Ica
Ped ciala sztywnego jest rowny iloczynowi Ci
sumarycznej masy ciata przez predkosc¢ jego
srodka masy (ciezkosci). 7
Powyzsza zasada pedu ciata sztywnego jest R
stuszna dla dowolnego ruchu bryty
sztywne]j
0
5 d Suma sit zewnetrznych dziatajgcych na uktad
_1 1 _{Q} punktéow materialnych rowna sie pochodnej
— dt wzgledem czasu, pedu tego ukitadu
1=

Sity wewnetrzne nie mogg zmienic pedu catego uktadu!



Zasada ruchu srodka masy

Srodek masy ciala porusza sie w ten sposéb, jakby dzialaly na niego
wszystKie sity dziatajgce na ciato (jak punkt materialny)

Pierwsza zasada dynamiki odnosi sie rowniez do ruchu srodka masy. Sity
wewnetrzne nie wptywajg na ruch srodka masy ciata lub uktadu punktéw
materialnych. Wszystkie zasady dotyczace pedu punktu materialnego
dotycza rowniez Srodka masy ciata sztywnego.



Kret punktu materialnego

Kretem punktu materialnego wzgledem punktu 0 nazywamy iloczyn
wektorowy pedu tego punktu oraz wektora wodzacego tego punktu.

ly

Modut
wektora kretu:

Ky=mv-h

Kret podobnie jak moment bezwtadno$ci moze by¢ wyznaczany
O rowniez wzgledem osi lub ptaszczyzny.



Il zasada dynamiki w ruchu obrotowym

‘y F:m'ﬁzm.%
o My = FxF
FXTF=m-©X7

/ o d
] i O—d—{m rXr
m-r¥= 0
0 i
Mo = (K
o= =(8)

Postac rozniczkowa zasady kretu: moment sit zewnetrznych dziatajacych na
ciato materialne jest rowny pochodnej kretu wzgledem czasu.



Postac catkowa zasady kretu

Pokret sity
dziatajacej
W czasie At

Przyrost kretu punktu materialnego wzgledem punktu 0 jest rowny pokretowi
sit dziatajgcych na ten punkt wzgledem punktu 0.



Zasada zachowania kretu
I M)

: N |
- ]

Pokret sit

/

jezeli: fﬁodt =0 ‘ K, = K, = K = const.
tq
X m:+v = const.

Jezeli pokret sit zewnetrznych dziatajacych na punkt materialny jest rowny
zeru, to kret tego punktu nie ulega zmianie.



Zasady kretu dla bryly sztywnej

Kretem bryly sztywnej wzgledem punktu 0 nazywamy sume Kkretow
poszczegolnych punktow tego ciata wzgledem punktu 0.

n

E;zFXmﬁ ‘ EZZ{ﬁ;Xmi-ﬁi}

n
= Gl 2 -
My = E{K} ‘ ZML,O = E{KO}
i=1

Suma momentow wszystkich sit zewnetrznych wzgledem dowolnego
nieruchomego bieguna "0” réwna jest pochodnej wzgledem czasu Kkretu
uktadu punktow materialnych wzgledem tego samego bieguna.



Zasady kretu dla bryly sztywnej

Jezeli za biegun przyjmiemy poczatek prostokatnego ukladu wspoirzednych
{0,x,y,z} to réwnania wektorowego zasady kretu mozna przeksztatcic w
réwnania skalarne:

Moment
sity zewnetrznej Mo = —1{Ko}

wzgledem osi 0x =] ‘

dK, < dKy Ny L o

dt_z dt_ziy dt_ziz
=1 1 =1

Jezeli suma momentow wszystkich sit zewnetrznych wzgledem dowolnego
bieguna ,,0” rowna sie zeru, to kret uktadu wzgledem tego bieguna jest
wielkoscig stata.




Kret bryly sztywnej
w ruchu obrotowym wokot statej osi
|z

| Vi= " "T;
de Qi = m; v
kret K;, = mv; - 1;

K,=K=1,-®
Kret bryty sztywnej wzgledem statej osi
'y obrotu jest rowny iloczynowi momentu

bezwladnosci wzgledem tej osi obrotu i
predkosci katowej ciata.




Dynamiczne réwnanie ruchu obrotowego

Moment sit zewnetrznych dziatajacy na bryte w ruchu obrotowym, wokot
statej osi, rowna sie iloczynowi momentu bezwtadnosci wzgledem tej osi przez
przyspieszenie katowe.

a w ruchu postepowym: F =m:'a



Réwnania dynamiczne ruchu obrotowego

|z

K,=K=1,-@

kl‘Qt: Kiz — M;V; " 1;
4 2
K, = m;wr;

postac rozniczkowa zasady kretu:

- d _
D Mig= ()
=1

dynamiczne rOwnania ruchu obrotowego:

o= 24
O_dt W



Reakcje tozysk obracajacej sie bryty

n n

- _dE N
D M= () ) =@
=1 1=0
M= o F, < . ;
o=l @) W= =lm 7}

Rozpatrujemy ruch bryty wzgledem statej osi (utozyskowanej)
ze statg predkoscig katowa o

* Reakcje statyczne: reakcje niezalezne od predkosci katowej
bryty (moga byC zalezne od czasu) spowodowane dziataniem
czynnych sit zewnetrznych np. ciezar ciata, naped obrotowy
bryty (przektadnia, pas napedowy)

* Reakcje dynamiczne: reakcje zalezne od predkosci katowej
bryly zwigzane 2z niewyrownowazeniami bryly a nie
spowodowane dziataniem czynnych sit zewnetrznych.



Wyznaczanie reakcji
1. -> postac¢ réozniczkowa zasady pedu

|- ~_d
L_E{Q}

n
=0

dQ d(mv,) d(mw-f,)

dt ~  dt dt
AT 1
E: Vo= W-*¢€
d—Q_zmwze
dt

mw?e ="R; + R,



Wyznaczanie reakcji

2. -> postac réozniczkowa zasady kretu

n

lz n
a dKy,
ZML,O — _{K} ‘ d _ Z M’:x,z
dt t .
= =1
poniewaz: wv,=0 - K, =0

dK, d(mvy,z) d(mwz-z)

dt dt dt
poniewaz: Uy =w*2Z
y4
Z=r-cosa = r-cos(wt)
------------ e Vy dz? d 9 9 9 :
sor /N —— = —|[rcos®(wt)] = —r“w  sin(2wt)
v, \V dt dt
0 X Ak = —mw?r?-sin(2wt)
r dt
dK,

—lyw* * sin(2wt
o qw?* - sin(2wt)



Wyznaczanie reakcji

2. -> postacé réozniczkowa zasady kretu

|z
dK, d(mv,x) d(mwx-x)

dt dt dt
x =7r-sina = r-sin(wt)
d

= [r%sin“(wt)] = r*w *sin(2wt)

dK, .
= - sin(2wt
= mw*r* - sin(2wt)
Z dj(z I 2 . (2 t)
............. S . dt — lgW™ *SIN( 2w
v, N\ —Iyw? - sin(2wt)'="Ry, 1 — Ry, - 1,

f Iyw? - sin(2wty="Ry, "1y — R,, ' 1y



Wyznaczanie reakcji
niewyroéwnowazenie statyczne

|2

o c(')
o,

z zasady pedu:

mw?e = R, + R,

z zasady kretu:
AR O
bo Kkret jest staly

T

R, = mew? —2
T+

r

R, = mew? —
T+



|

Wyznaczanie reakcji
niewyrownowazenie dynamiczne

A
R Z
' \ B ~ |Rez z zasady pedu:
- R1y “ C TOL__ y
— —— o -
‘}R I : )J Ry +
1x , R2x
1 r2

bo ped jest zerowy

X
/ z zasady Kretu:

—Iow?  sin(2a) = Ry, 11 + Ry ' 1y

low? sin(2a) = Ri,' 1y + R, 7

[yw? ' sin(2a)

Rl _Rz — \/E

T+ 71
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Zyroskop

T] eta

Q dzeta

Zyroskopem nazywamy ciato, w postaci
bryty obrotowej, posiadajgce o$ symetrii i
obracajace sie wokot tej osi.

Efekt zyroskopowy jest to zjawisko,
zachodzace kiedy obracajgca sie bryta, w
Ssposob wymuszony, Zmienia w
przestrzeni potozenie osi swojego obrotu;
efekt zyroskopowy wywotuje powstanie
dodatkowego momentu sit bezwtadnosci,
ktory przeciwdziata zmianie potozenia osi
obrotu bryty.
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Zyroskop

C dzeta Jezeli z={ to M =0 (sita ciezkoSci i reakcja

leza w jednej ptaszczyznie) i mamy
rownowage chwiejng (chwilowg) gdzie:

K,=K=1,®
Jezeli z#{ (odchylenie o kat @) to M,
spowoduje powstanie predkosci

katowej precesji (wirowanie osi obrotu
¢ wokot osi z).

Poniewaz @, << @, to zaktadamy ze:

——

—)_—) _)N

y W=0w +0; = W]
7 —
M eta K=1T" w,
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Zyroskop
¢ dzeta Zaktadamy, ze:

w, = const 6 = const

Uproszczone rownanie
teorii zyroskopu

_mg - |0C|
Tw,

1 eta w7



Zyroskop - uwagi

_mg - |0C|
Twq

CUZ MO — I(Ulwz . SiI‘lQ

Im wieksza jest predkos¢ obrotu wlasnego tarczy, tym mniejsza powinna by¢
predkos¢ precesji, przy ktorej o$ brylty bedzie zachowywata swoje potozenie,
pomimo braku sit (momentéw) podtrzymujgcych bryte.

Z wystapieniem efektu Zyroskopowego (pojawienie sie dodatkowego
momentu sit) trzeba liczy¢ sie w maszynach, w ktérych mamy do czynienia z
szybko-obracajgcym sie wirnikiem, ktorych o$ obrotu zostaje dodatkowo
wprowadzona w ruch precesyjny.

Przykiad: wat turbiny okretowej, w ktorej tozyskach podczas zwrotu statku lub
jego kotysania, wystgpig dodatkowe reakcje dynamiczne.

Zastosowania zjawiska zyroskopowego:
* Thumik kotysania bocznego statku (predkosci katowe prostopadte o, i
®, do siebie)
» Szybko obracajgca sie tarcza w zawieszeniu Cardana -> zyrokompas,
zyrohoryzont, automatyczny pilot itp.




Zyroskop - przyklad 2

Zadanie: Wyznaczy¢ dodatkowe (zyroskopowe) reakcje tozysk turbiny
zwigzane z Kotysaniem wzdluznym statku (poming¢ nieosiowos$¢
usytuowania turbiny wzgledem osi statku)

-

i M\
— A_i/ — ‘>—<—’- L

T~

PRt L 3 PD

2T

B = Brax - sin (- t)

gdzie: T - okres kotysania [s]



Zyroskop - przyklad 2
2T

B = Brax - sin (- t)

predkosc¢ katowa kotysania @,:

wW- zﬁzﬁoz—ncos(z—n-t)

T T
b —— /ﬁ'—7 W- = L 2_71'
PR . M — < PD s T

predkosc kagtowa obrotow turbiny @;:
TN

“1= 739

gdzie: n - predkos¢ obrotowa wirnika turbiny fobr/min]



Zyroskop - przyklad 2

My = lw;w, *sin 6

Zyroskopowe reakcje tozysk sg
zmienne co do wielkoSci i
kierunku (zanurzanie sie i
wynurzanie sie statku);

poniewaz @, jest prostopad}e do w, to:

Rmax * L = I 20 *8 0 reakcje  zyroskopowe  mogg
osiggaC duze wartosci (wieksze
2772 B, In od. reakcji. | staty.czn_ych
R, zwigzanych z ciezarem wirnika)
30-T-L w przypadku turbin.
AM
M

T~

I

1]

Y
o

PR L % PD




Zyroskop - przyklad 2

21 ByIn
Rmax = 30771

Falowanie morza:

T /ﬁ__/ Po = 10° = 0.1745 rad

PR L X PD T=5s

Parametry turbiny:
n = 8000 rpm
L=10m
R, .. =460 kN

My irnika = 50 ton

dwirnika =2m
T.2

=~ 2.5 x 10* kgm?*

Iwirnika —



PRZYKLADY ZASTOSOWANIA




Przykiad: analiza sit masowych ukiadu
ttokowo-korbowego

Bi

| | [
as N

v AEEEEERE




Uktad napedowy kontenerowca

SILNIK GEOWNY:

- Typ

- Moc

- Predkos¢ obrotowa

- Srednie ci$nienie indykowane
- Skok

- Srednica cylindra

- Masa oscylujaca jednego cylindra
- Wspotczynnik A

- Koto zamachowe

- Srednica czopa gtéwnego

- Srednica czopa korbowego
- Kolejnos¢ zaptonu

LINIA WALOW:

- Srednica watu posredniego
- Srednica watu $rubowego
SRUBA NAPEDOWA:

- Srednica

- Liczba skrzydet

- Wspotczynnik posuwu

- Wspoétczynnik powierzchni
- Masa

- Masowy moment bezwtadnosci w pow. 247620 kgm?

8 RTA 96C
43920 kW
100 rpm
19.3 bar
2500 mm
960 mm
17834 kg
0.434
19100 kgm?2
990 mm
990/400 mm
18347256

695 mm
845 mm

8.40 m
5

0.9367
0.8505
73785 kg

Ttok z ttoczyskiem
Wodzik - komplet

711

5970 kg
7460 kg
Korbowdd - komplet 7 900 kg



Ruch posuwisto-zwrotny tioka silnika




Ruch posuwisto-zwrotny tioka silnika

iA lle 1 jakie wspotrzedne uogolnione
F f 1 w1 mozna wyznaczy¢ W analizowanym
X o
v UkladZ1e? D

s v

X, y,Z, ¢, B7?

/]
K

Schemat kinematyczny uktadu ttokowo-korbowego




Ruch posuwisto-zwrotny tioka silnika

i“ x =R-(1—-cosa)+ L(1 —cosf)

- cosf = x/l — A°sina

2 1.2 .
cosf — V1 - Psin?a = 1-%A sin‘a

A 1
x:R-ll—cosa+§-sm a

A -
vT =R w:" [smcx = > sin2a

v =R -w-v1+1°

ar = R w?*:[cosa + A-cos2a]

/]
K

Schemat kinematyczny uktadu ttokowo-korbowego

Agy = R w? [1+ 1]



Sity masowe ukiadu tlokowo-korbowego

Tangential mass forces ] 2 OWOdU]Jgce nierownomiernosc predkosci

100 obrotowe| — drgania skretne
2
1
0
1 \\\\\
\\\.\
_2—>
0
200
400 2108
Radial mass forces [N]
: 2
Crank angle [deg]
1.5
1 Y
0.5 —
0.5 WVM/W /\
-1
-1.5

Powodujgce dynamiczne obcigZenie
loZysk glownych Tos5 0

1000 5 45 4 35 3 25 g 15 1

Crank angle [deg] Harmonic order



Sily gazowe ukiadu tlokowo-korbowego

108 Tangential gas forces ] 2 OWOAU]gce nierownomiernosc predkosci
i obrotowej — drgania skretne

4

200

600

Radial gas forces [N]

Crank angle [deg] 800

x10°
10 —

5]

o Bn \\\’\\‘ == =

Powodujgce dynamiczrne obcigzenie
loZysk glownych

felV V)

Crank angle [deg] 800 25 Harmonic order



Skiadowe harmoniczne w silniku

Przyktad: uktad napedowy z oSmiocylindrowym S.G. (np. MAN B&W 8 S 70 MC-C)
oraz piecioskrzydtowa Srubg napedowa.

14

| EE— — ..................... ...................... ...................... T D ..................... ................. |

—_
o

(o]

o))
i

Czestotliwo$¢é wymuszen [Hz]

~
i

80 90 100
Predko$¢ obrotowa S.G. [obr/min]



MECHANIKA
A DETERMINIZM



Chaos deterministyczny

|

2,=36,001° EEEp =36,00149..° lub a=36,00050...
+0,001° EEE)  ,=36,001nnnnn..C

Po dziesieciu zaptonach wykorbienie obroci sie o 10x36°, liczbe ¢, wystarczy pomnozy¢
przez dziesieC (w systemie dziesietnym sprowadza sie to do przesuniecia przecinka).

t;,=360,01nnnnn...° = 0,01nnnnn...°c
X1000=36001,nnnnn...° = 1,nnnnn...°

Po 10 tys. zaptonow doktadnos¢ potozenia wykorbienia spada do wielkosci £100°. Jezeli
predko$S¢ obrotowa rozwazanego silnika wynosi n=100 obr/min to dla silnika 10-
cylindrowego 100 tys. zaptonow nastgpi po 100 min. Majgc idealnie deterministyczne
zaleznoSci (z nieskonczenie doktadnymi parametrami czasu i predkosci obrotowej) nie
potrafimy okresli¢ szukanej wielkosci.



Chaos deterministyczny

2,=10,01° mEEp +0,01° P ,=10,01nnnnn..°

2;)=100,1£0,1° mmmp  #,,99,9+100,1°

wykorb
T . g L5 ']
e e i —
° i
—

Pot
I L -
—_————
)
S+
- —t—
S B

Numer cyklu
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111S

Chaos determ

10,01°

24

9,99°

24

lub

10,00°

24

o
\\\1
o
t“‘\
- - O
o< o
0 — o %
- - o=
ol ]
&
X > X>
)
Y
%
3
%
-
o R
-~
=~
- -,
- ey,
— .,
- Ve,
- *as,
= e,
— u,
| o,
- e,
- Lanes —
-~ . L)
s =~
J -
d ~
g -
s -~
$ -~
4 -
) -
¢ -
4, e =
o, — -
N, -
v, -
5 B
s, -
. i
., -
-
- >,
o v
- e,
3
- ~~ 4
- — o
-~ 0“
— *
¥~
o ~
o ~—
rd o —
s d G =
e —~
™~ ~—
. ~
—~
H -~
H
= ~—
........ P
........ -
......... -
........ -
....... -
e,
- - lllloc -
-
- - s,
%
™ i
- \
- *,
- =3 LN
- o
—
- X
- ]
== i
L 1]
-~ — .
- — ¥
e <
—
- =
---- e
Lo e
o " -
o
=
-
-
- .,
- 3
i o ¥
o,
- .
- oy
o - lt:
- N =]
= .
- LN
e %
- - — *
== '
-
- -
, -
5 -
e e
ot e
par e
s
— T
- o
- £
- "
- g
ki R
S e
- -, —]
- o,
- .,
-,
" -~
o -
N -l
o, —
N -
-

350

250 -

| |

o o

o 0

N -~
BIUBIQIONAM BI1USZ0J0d

400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Numer cyklu

200



Pomiary a obliczenia

A. Einstein:
A theory is something nobody believes, except the person who made it.
An experiment is something everybody believes, except the person who made it.

Nikt nie wierzy w obliczenia za wyjgtkiem liczgcego,
WSZyscy wierzq w pomiary za wyjgtkiem mierzgcego

Ekstrapolacja powinna byc¢ zabroniona
w badaniach inzynierskich,
dopuszczalna jest tylko interpolacja.



2.8

2.6

24

2.2

1drgan

Amplituda drgan

14

12

10

Interpolacja - Ekstrapolacja

y
Interpolacja wielomianem trzeciego stopnia
Interpolacja wielomianem drugiego stopnia
Model matematyczny Interpolacja liniowa
x | x | T | | x
Ekstrapolacja wielomianem drugiego stopnia
B Ekstrapolacja wielomianem drugiego stopnia
Ekstrapolacja liniowa
Model matematyczny
WielkosSci pomiarowe
| | | | | | | | | | | | |
0 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12 13 14 15

Czestotliwos¢ drgan



Pomiary a obliczenia

Interpolacja "Spline

i

10

(e}
I

Amplituda drgan

SN

N

Model matematyczny

Interpolacja wielomianem szostego stopnia

Interpolacja liniowa

=
|

|

|
5 6 7

Wielko&ci pomiarowe

|
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|
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10

11 12

|

o,
|
1

13

Czestotliwos¢ drgan



1 drgan

Amplituda drgan

10

Pomiary a obliczenia

Czestotliwos¢ drgan

16



- diekuye za iwsge!




