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Prawa Newtona

I prawo: Jezeli na cialo nie dziata zadna sita to pozostaje ono w stanie

spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym, prostoliniowym.
prawo bezwtadnosci - fundamentalna wtasnos¢ materii

Il prawo: Jezeli na ciato dziata niezrownowazona sita to powoduje ona jego

przyspieszenie, ktore jest odwrotnie proporcjonalne do masy tego ciata i jest
skierowane zgodnie z kierunkiem dziatania sity.

F=m-a
przyspieszenie - zmiana predkosci w czasie
masa - miara bezwtadnosci ciata
pierwsze prawo wynika z drugiego prawa Newtona

wszystkie wielkosci mogq byc¢ zalezne od czasu = rownanie rézniczkowe
podstawowe rownanie dynamiki!

III prawo: Kazda sita dziatajaca na cialo wywotuje przeciwdziatanie rowne co
do wartosci, ale skierowane w przeciwnym Kierunku.
zasada akcji i reakcji



Prawo powszechnego
oddzialywania grawitacyjnego

Kazde dwa ciata materialne o masach m; i m, dziatajg na siebie z silg
proporcjonalng do iloczynu tych mas, a odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu
odlegtosci pomiedzy tymi ciatami.

mq*msy

Fy =k .~

i . 2
k=6.67-107"1 [N m /kg2]



Prawo powszechnej grawitacji
przykiad 1

mp -m,

Fy =k

72

Wyznaczenie wielkosci przyciggania grawitacyjnego dwojga dotykajqcych sie ludzi
m;,=80kg;r=03m

80 - 80
0.32

[N.mz/kgz'kgn;fg] = [N]

- . —-11 ,
F, = 6.67 10

A

y = 0.0000047 N )

m = 0.48 mg



Prawo powszechnej grawitacji
przykiad 2

ml'mz

Fg =k "

Lotniskowiec John F. Kennedy mija sie w odlegtosci 5m z krqzownikiem Piotr Wielki

Lotniskowiec: wypornosc¢ catkowita = 80940ton, L=324m, S=39.6m , zanurzenie=11.3m
Krazownik: wypornos¢ catkowita = 24300ton, L=252m, S=28.5m , zanurzenie=9.1m

80940000 - 24300000
402

- i -11 ,
E, = 6.67 10

E

. = 82N

m = 85 kg < zgrzewkiwody



Rownania ruchu punktu materialnego

E.=m-a,

K,=m-aqa,
F,=m-a,
n
s Zlezmx
Ay = w5 = X i=1
gzt F.= m-# n
D . ). 4
ay = 7= 7Y ‘Fyzmyqz = m-y
dZZ Fzzmz T?,l
az_dtzz ZFLzzmz

Powyzsze rownania to rownania rézniczkowe ruchu punktu materialnego
w prostokatnym uktadzie wspoétrzednych
Réwnania rozniczkowe mogg by¢ trudne w rozwigzaniu = Zasada d’Alemberta



MASOWE MOMENTY
BEZWLADNOSCI



Mechanika bryly sztywnej - wstep

Podstawowe modele ciat w mechanice:
e Ciato (bryta) idealnie sztywne
(nieodksztatcalne)
 Uktad punktow materialnych
* Punkt materialny

Eryla sztywna jest modelem ciata,
w ktorym odlegtosci pomiedzy
poszczegolnymi punktami sg niezmienne

srodek | — Ciato jest nieodksztatcalne.
i ciezkosel 11 prawo Newtona: i
F=m-a
=X W ruchu obrotowym:
2 —
— d ) —s 27
M=1— gdzieeM=F -7
dt

7

Uwaga: Ciato modelujemy przy pomocy bryty sztywnej

y jezeli nie do pominiecia sg efekty zwigzane z obrotami

ciata (natomiast nieistotne sg jego odksztatcenia —
wytrzymato$¢ materiatow)



Masowe momenty bezwtadnosci

dm

srodek
ciezkosci

WISowym momentem bezwladnosci
nazywamy iloczyn masy ciala przez
kwadrat odlegtosci od punktu, prostej
lub ptaszczyzny.

[ =m:r?

Przyktad: masowy moment bezwladnosSci
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych

co

I = lim e = frzdm

dm—0 :

=1 m



Rodzaje momentow bezwladnosci

I, - biegunowy moment bezwtadnosci (wzgledem punktu);
1, L, - moment bezwtadnos$ci wzgledem osi;
Loy Iy Ly - moment bezwtadnosci wzgledem ptaszczyzny.
e f r%dm
m

e = f{xz +vy2 + z%}dm

m
I = f{yz + z%}dm

m
[y = f{xz —I:zz}dm
m

i = f{xz +y2}dm
m



Rodzaje momentow bezwladnosci

- biegunowy moment bezwtadnosci (wzgledem punktu);

- moment bezwtadnos$ci wzgledem osi;
- moment bezwtadnosci wzgledem ptaszczyzny.

‘Z

szrzdm

m

Ly = fzzdm
m

g = fxzdm
m

L= fyzdm



Przykiad: moment bezwladnosci walca

Zadanie: Obliczy¢ moment bezwladnoSci walca o promieniu R
i wysokosSci H oraz masie m wzgledem osi obrotu 0z i przechodzacej przez
srodek ciezkosci walca.

|z

N
>

P




Przykiad: moment bezwladnosci walca
= f r? dm

m

dm = p+H:2nrdr

R
g = fZ:rrpH-r3dr
0
s H e Y
I = 21rpH-fr3dr
R / .
r
I, = 2mpH * [— Sl
;
HR*
TP
I, =

2
m,, = TR*“H"p



PRACA I MOC,
ENERGIA I SPRAWNOSC



Praca sily
na prostoliniowym przemieszczeniu

Praca jest to iloczyn skalarny wektora sity i wektora przemieszczenia

w przypadku statej sity oraz prostoliniowego przemieszczenia:

- L=F:3

L=F-s-cosa

Y S

> J

kg - m?
2

Jednostka Pracy jest dzul []]: AP="1[N -m] =1 [



Praca sity
na krzywoliniowym przemieszczeniu

Praca jest to iloczyn skalarny wektora sity i wektora przemieszczenia .

Praca w przypadku krzywoliniowego przemieszczenia:

‘Z

Elementarna praca

Elementarny przyrost
wektora wodzacego

M,
L
M

M
L= f{deer



Praca sity

na krzywoliniowym przemieszczeniu

Sita F moze zalezeC od czasu, polozenia w przestrzeni punktu M oraz od
predkosci tego punktu

Z MZ
‘ L= f{dex+Fydy+dez}
My
F Jezeli dane sg
" o rownania ruchu punktu M tzn.:
M x =x(t); y :i’(t)i z = z(t)
y

dx = xdt; dy = ydt; dz = zdt
t
LE f By + F,z}dt

tq



Praca sity ciezkosci

Zadanie: wyznaczy(¢ prace sity ciezkosci F=mg dziatajgcej na punkt materialny
M przy przejsciu z potozenia {x,, y, z,;} do potozenia koncowego {x,, y,, z,}
(praca w polu sit potencjalnych)

M,
L= f {dex + Fydy == deZ} Fx — 0; Fy — 0; Fz = —mg
M, M,
= f Fdz
M,
Z2
L=—-mg f dz = —-mg|z, — z4]
= Energia potencjalna Z1 y




Moc sily

Moc sily jest to pochodna pracy tej sity wzgledem czasu.

o
Cdt
N _ dF
dL=F-d7 wmmp N=F —
r dt
N=F b

S




Praca i moc momentu skrecajacego

dL=F-ds =F:r-dg

dL =M -dop
L=M-¢

y= 4
dt A
N:M-d—

) 7
\‘ U
‘\ l'
\‘ 'l
\‘ "
~~~~~.. ,—"’¢‘ @ N — M z (JJ
Uwaga na jednostki SI! Rl 2 A




Jednostki mocy

Jednostka Mocy jest wat [W]: 1[W] 4 F] _q [N m
S

Qptakiyce  uzywany  jest EESEERINEGG 0 )

kilowat [KW]:
rad mTn
A— “’[T % w? ”[Obr/min]
M [Nm] = 9549

[obr /mm]

Mozna spotkac jednostke mocy 1 [KM] = 0.7355 [kW]

=1 [KM]:

Po angielsju: 1 [KM] =1 [HP]
[BHP] - brake horse power (moc uzyskana na hamowni)



Energia kinetyczna

Energia Kinetyczna ciala materialnego jest to wielkoS¢ skalarna réwna
potowie iloczynu masy ciata i kwadratu predkosci jego sSrodka ciezkoSci.

muv?z

E, =
. 2

Energia Kkinetyczna ciala materialnego w ruchu obrotowym jest to
wielkos¢ skalarna rowna potowie iloczynu masowego momentu
bezwtadnosci ciata i kwadratu jego predkosci katowe;.

Er M o

Energia kinetyczna ciala materialnego w ruchu ptaskim (twierdzenie
Koeniga) jest rowna sumie energii ruchu postepowego i energii ruchu
obrotowego wokot srodka masy.

+1/21a)2



Energia kinetyczna -> Praca, Moc

B 2
L1,2:E2_E1: > N 2

Zasada energii i pracy: przyrost energii Kinetycznej rowna sie pracy
wszystkich sit na drodze, na ktorej ten przyrost nastapit.

dL

dt : .
dE,
i S E
dt ¥

Postac rozniczkowa zasady energii: Moc rowna sie pochodnej energii
kinetycznej wzgledem czasu.



Zasada zachowania energii

Zasada pracy i energii kinetycznej:
mvs  mvs?
2 2

L, = E!% N E;% o
Zasada pracy i energii potencjalnej:

Li, = E; —E;, = mgz; —mgz, :

E, + E = const.

Twierdzenie o zachowaniu energii mechanicznej: w uktadzie izolowanym
energia mechaniczna (suma energii Kinetycznej i potencjalnej) ciata
materialnego jest wielkoscig stata.



PED, POPED
KRET, POKRET



Ped punktu materialnego

Pedem punktu materialnego nazywamy iloczyn masy punktu przez jego
predkos¢

e

Pochodna pedu jest rowna sumie sit dziatajgcych na dany punkt materialny



Impuls sity - poped

SE 0 _ . d\
DE=g@ w=  E=oQ

dQ = Elementarny

impuls sity

Q=0 Poped

Poped dla bardzo krotkich chwil czasu nazywamy impulsem sity



Zasada pedu i popedu

tz_
0, — 0, = f Fdt
t

1

jezeli: E, = const ‘ Q,—0Q,=E,-{t; —t;}
m -V, —m v ="F, " {t; — t;}

Zasada pedu i popedu (twierdzenie o przyroscie pedu) pozwala na powigzanie
(wyznaczenie) poczatkowych i koncowych parametréw ruchu przy statej sile
oddziatywania; nie okreslimy jednak przy jej pomocy réwnan ruchu.




Zasada zachowania pedu

tz_
0, — 0, = f Fdt
t

1

0, = Q, = const

4

m:+*v = const

m:*v, =const m:-*v, =const m:*v, = const

e

Zasada zachowania pedu jest stuszna rowniez dla ukladu punktow
materialnych lub dla ciata sztywnego.



Kret punktu materialnego

Kretem punktu materialnego wzgledem punktu 0 nazywamy iloczyn
wektorowy pedu tego punktu oraz wektora wodzacego tego punktu.

ly

Modut
wektora kretu:

Ky=mv-h

Kret podobnie jak moment bezwtadnosSci moze by¢ wyznaczany
O rowniez wzgledem osi lub ptaszczyzny.



Il zasada dynamiki w ruchu obrotowym

ly

=

Mo

T de

Postac rozniczkowa zasady Kkretu: moment sit zewnetrznych dziatajacych na
ciato materialne jest rowny pochodnej kretu wzgledem czasu.



Postac catkowa zasady kretu

Pokret sily
dziatajgce;
W czasie At

Przyrost kretu punktu materialnego wzgledem punktu 0 jest rowny pokretowi
sit dziatajacych na ten punkt wzgledem punktu 0.



Zasada zachowania kretu
I My(t)

: N |
- ]

Pokret sit

/

jezeli: fﬁodt =0 ‘ K, = K, = K = const.

tq

A

rFXm:+*v = const.

Jezeli pokret sit zewnetrznych dziatajagcych na punkt materialny jest rowny
zeru, to kret tego punktu nie ulega zmianie.



Kret bryly sztywnej
w ruchu obrotowym wokot statej osi

|z

| vV, = W
de Qi = m; - v;
kret K;, = mv; - 1;

K,=K=1,"®
Kret bryty sztywnej wzgledem statej osi
'y obrotu jest rowny iloczynowi momentu

bezwladnosci wzgledem tej osi obrotu i
predkosci katowej ciata.




Dynamiczne rownanie ruchu obrotowego

Moment sit zewnetrznych dziatajacy na bryte w ruchu obrotowym, wokot
statej osi, rowna sie iloczynowi momentu bezwtadnosci wzgledem tej osi przez
przysSpieszenie katowe.

a w ruchu postepowym: F =m:'a



WIRNIKOW



Rownania dynamiczne ruchu obrotowego

|z

K,=K=1,-@

ert: Kiz — M;V; " 1;
4 2
K, = m;wr;

postac rozniczkowa zasady kretu:

- d _
D Mig= ()
=1

dynamiczne rOwnania ruchu obrotowego:

A d y
My = EU'QJ}



Reakcje tozysk obracajacej sie bryty

n n

- _dE N
D M= () ) =@
=1 1=0
M= o F, 20 ;
o=l @) W= =lm 7}

Rozpatrujemy ruch bryty wzgledem statej osi (utozyskowanej)
ze statg predkoscig katowg

* Reakcje statyczne: reakcje niezalezne od predkosci katowej
brylty (moga byC zalezne od czasu) spowodowane dziataniem

czynnych sit zewnetrznych np. ciezar ciata, naped obrotowy
bryty (przektadnia, pas napedowy)

* Reakcje dynamiczne: reakcje zalezne od predkosci katowej
bryly zwigzane 2z niewyrownowazeniami bryty a nie
spowodowane dziataniem czynnych sit zewnetrznych.



Reakcje od niewyrownowazenia statycznego

Reakcje niewyrownowazenia
statycznego wystepujg gdy
Srodek masy ciata nie lezy na osi
obrotu ale oS obrotu jest jedng z
osi gtownych ciata; wektor pedu
jest staty ale obraca sie razem z
bryta a wektor kretu jest staty i
lezy na osi obrotu.




Reakcje od niewyrownowazenia dynamicznego

n

o
> M= —(K)
i=1

Reakcje niewyrownowazenia
dynamicznego wystepujg gdy
Ssrodek masy ciata lezy na osi
obrotu ale oS obrotu nie
pokrywa sie z zadng osi
gtownych ciata; wektor pedu
jest rowny zeru a wektor kretu
Neta porusza si¢ po pobocznicy
- stozka.

(; dzeta ‘

- d )
- E{Q}

'Ms

I
o

l

W

\

“




Reakcje od niewyréwnowazenia statyczno - dynamicznego

Cdzeta‘ 4
/1 - d _ ~- d _
;ML,OZEK} ;LZE{Q}

Q)

Reakcje niewyrownowazenia
statyczno - dynamicznego
wystepuja gdy Srodek masy ciata
nie lezy na osi obrotu oraz o$

—
/
/ obrotu nie pokrywa sie z zadng

osi gtownych ciata; wektor pedu

jest staty ale obraca sie razem z
neta brylg a wektor kretu porusza sie
*—  po pobocznicy stozka.

0

};ksi




Wyznaczanie reakcji
1. -> postac¢ réozniczkowa zasady pedu

|- ~_d
L_E{Q}

n
=0

dQ d(mv,) d(mo-t,)

dt ~  dt dt

dr, 1
— = V.= W"*e
dt ¢

d__ 2
E—mw e

"4

mw?e ="R; + R,



Wyznaczanie reakcji

2. -> postac rozniczkowa zasady kretu

n

lz n
a dKy,
ZML,O — _{K} ‘ d _ Z M’:x,z
dt t .
= 11
poniewaz: v, =0 - K, =0

dK, d(mvy,z) d(mwz-z)

dt dt dt
poniewaz: Uy =@ *Z
y4
Z=r-cosa = r-cos(wt)
------------ e Vy dz? d 9 9 9 :
sor /N —— = —[rcos®(wt)] = —r“w ' sin(2wt)
Vz\ V dt dt
0 X Ak = —mw?r? -sin(éwt)
r dt
dK,

—lyw* * sin(2wt
P ow?* - sin(2wt)



Wyznaczanie reakcji

2. -> postac rozniczkowa zasady kretu

|z
dK, d(mv,x) d(mwx-x)

dt dt dt
x =7r-sina = r-sin(wt)
d

= [r%sin(wt)] = r*w *sin(2wt)

dK, .
= - sin(2wt
= mw*r* - sin(2wt)
Z dj(z I 2 . (2 t)
............. S . dt — lgW™ *SIN( 2w
v, N\ —Iyw? - sin(2wt)'="Ry, 1 — Ry, - 1,

f Iyw? - sin(2wty="Ry, "1y — R,, ' 1y



Wyznaczanie reakcji
niewyrownowazenie statyczne

|2

o c(')
o,

z zasady pedu:

mw?e = R, + R,

z zasady kretu:
bRy {0,
bo Kret jest staly

T

R, = mew? —2
"+

T

R, = mew? —
47



|

Wyznaczanie reakcji
niewyrownowazenie dynamiczne

A
R Z
' \ B ~ |Rez z zasady pedu:
- R1y “ C TOL__ y
— —— o -
‘}R I : )J Ry +
1x , R2x
1 r2

bo ped jest zerowy

X
/ z zasady kretu:

—Iow?  sin(2a) = Ry, 11 + Ry ' 1y

low? sin(2a) = Ri,' 1y + R, 1

[yw? ' sin(2a)

Rl _Rz — \/E

T+ 71






